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PREFACE.

La premiére Partie de cet Ouvrage est consacrée a ’exposition d’une théorie
des fonctions, d’apres les idées de Cauchy. Le principe fondamental de cette
théorie est la considération des fonctions d’une variable imaginaire. Il apparait
pour la premiére fois dans le Mémoire célebre de 1825 sur les intégrales définies
prises entre des limites imaginaires. Depuis, par les travaux de Cauchy et des
géomeétres qui ont suivi ses traces, il a regu des développements tels, et a
conduit a la découverte d'un si grand nombre de vérités nouvelles, que son
importance est aujourd’hui universellement reconnue. Cependant on constate
avec regret que, dans quelques ouvrages consacrés a cet ordre de recherches,
on ne rend pas a Cauchy la justice qui lui est due.

Dans la théorie de Cauchy, la marche de la variable imaginaire est figurée
par le mouvement d’un point sur un plan. Pour représenter les fonctions qui
acquiérent plusieurs valeurs pour une méme valeur de la variable, Riemann
regardait le plan comme formé de plusieurs feuillets superposés et réunis par
des soudures, de maniére que la variable puisse passer d’un feuillet a un autre
en traversant une ligne de raccordement. La conception des surfaces a feuillets
multiples présente quelques difficultés; malgré les beaux résultats auxquels
Riemann est arrivé par cette méthode, elle ne nous a paru présenter aucun
avantage pour 1’objet que nous avions en vue. L’idée de Cauchy se préte trés-
bien a la représentation des fonctions multiples; il suffit de joindre a la valeur
de la variable la valeur correspondante de la fonction, et, quand la variable a
décrit une courbe fermée et que la valeur de la fonction a changé, d’indiquer
ce changement par un indice.

Pour étudier la variation de la fonction, quand la variable z est trés-grande,
1

on pose z = —, et 'on donne a 2’ des valeurs trés-petites ; la nouvelle variable
z

est figurée, comme la premiére, par le mouvement d’un point sur un plan. Si
I'on congoit que les deux plans relatifs aux variables z et 2z’ soient tangents
a une sphére aux extrémités d’'un diameétre, on remarque que les droites qui
joignent les deux points correspondant aux extrémités du diameétre percent la
surface de la sphére en un méme point ; on transporte ainsi sur la sphere les
deux figures planes. Cette considération de la sphére, due & M. Neumann, est
commode dans I’étude des fonctions algébriques, elle simplifie les énoncés : nous
I’avons adoptée dans cette seconde édition. Toutefois, nous ferons remarquer
que le raisonnement reste le méme ; aprées avoir étudié la marche de la fonction
pour les valeurs finies de z, sur le premier plan, il est nécessaire d’opérer la
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1
transformation z = —, et d’étudier comment se comporte la fonction dans
z

le voisinage du point z’ = 0, sur le second plan; on réunit ensuite les deux
parties de la démonstration a I’aide de la sphére. Ceci nous donne 'occasion de
répondre a des critiques qui nous ont été faites au sujet de quelques théorémes
contenus dans la premiére édition de cet Ouvrage; on oubliait sans doute la
seconde partie de la démonstration, sur laquelle, pour éviter les longueurs et
les répétitions, nous n’avons pas toujours assez insisté.

Aprés cette étude générale des fonctions, nous nous occupons spécialement
des fonctions doublement périodiques. Les fonctions elliptiques sont les plus
simples d’entre elles. Ce sont les intégrales elliptiques qui se sont présentées
d’abord dans le Calcul intégral ; elles ont été étudiées a ce point de vue, dés
1786, par Legendre, qui en a trouvé un grand nombre de propriétés; le grand
Traité des Fonctions elliptiques, publié en 1825, contient le résultat de ses
longues et patientes recherches. Abel, le premier, en 1826, a considéré les fonc-
tions elliptiques proprement dites, qui sont les inverses de ces intégrales, et
a reconnu l’existence des deux périodes. Vers la méme époque, Jacobi s’est
occupé du méme sujet, et les immortels travaux de ces deux grands géomeétres
ont paru dans les premiers volumes du Journal de Crelle.

Les recherches d’Abel ne se rapportent pas seulement aux transcendantes
elliptiques, mais a d’autres transcendantes d’un ordre plus élevé : il a découvert
a ce sujet un théoreme que ’on regarde comme une des plus belles conquétes de
I’Analyse moderne. La considération du chemin suivant lequel s’effectue I'in-
tégration, d’aprés les principes posés par Cauchy, était nécessaire pour donner
a ce théoréme son sens précis et sa vraie signification. C’est en suivant la voie
ouverte par Abel qu'un grand nombre de géométres éminents de notre époque
ont enrichi la Science de leurs brillantes découvertes.

Nous devons rappeler que M. Liouville a exposé, dans un cours professé au
Collége de France, une théorie des fonctions elliptiques basée sur la considé-
ration de la double périodicité. Le programme de ce cours a été publié dans
les Comptes rendus de 1851. Les savantes legons de l'illustre géometre, et les
beaux travaux de M. Hermite sur le méme sujet, ont été le point de départ
de nos propres recherches. Nous devons beaucoup aux affectueux conseils que
M. Hermite a bien voulu nous donner pour cette seconde édition de notre
Ouvrage.
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LIVRE PREMIER.

LES FONCTIONS ALGEBRIQUES.

CHAPITRE PREMIER.

DEFINITIONS.

1. On appelle quantité imaginaire une expression de la forme x + yv/—1,
dans laquelle x et y sont des quantités réelles, positives ou négatives. Pour
simplifier I’écriture, nous représenterons le symbole v/—1 par la lettre i.

En désignant par r un nombre positif et par 6 un angle, on peut po-
ser x = rcosf, y = rsinf, et la quantité imaginaire se met sous la forme
r(cosf + isinf). Le nombre positif r est le module, 'angle 6 I’argument de
la quantité imaginaire. Le module d’une quantité imaginaire est parfaitement
déterminé ; mais I'argument admet une infinité de valeurs formant une pro-
gression arithmétique, dont la raison est 2.

Si dans un plan on trace deux droites rectangulaires Oz et Oy (fig. 1), on
peut figurer la quantité imaginaire x + yi par le point z, dont les coordonnées
sont x et y. Le module r est la longueur de la droite Oz qui joint l'origine au
point z, argument 6 est 'angle que fait cette droite avec I'axe fixe Oz, angle
positif ou négatif, suivant qu’une droite, partant de la position initiale Oz, le
décrit en tournant de Ox vers Oy, ou en sens inverse.

On dit qu’une quantité imaginaire z = x + yi varie d’une maniére continue,
lorsque les deux quantités réelles = et y varient d’'une maniére continue. Cette
variation est figurée par la courbe que décrit le point z. Le module varie d'une
maniére continue et aussi chacun des arguments. Il y a exception toutefois



2 LIVRE I. — CHAPITRE I.

Fig. 1.

lorsque la quantité s’annule, c’est-a-dire lorsque la courbe passe par 1'origine ;
dans ce cas, I'argument éprouve une variation brusque égale a 7, si la branche
de courbe décrite par le point z admet une tangente unique au point O.

Fonctions d’une variable imaginaire.

2. Lorsque deux variables imaginaires z et u sont liées entre elles de telle
sorte que la variation de I'une entraine celle de 'autre, on dit que les deux
quantités sont fonctions 1'une de 'autre. On dira, par exemple, que u est
fonction de z, et 'on indiquera cette dépendance par la notation habituelle
u= f(z).

Lorsque la quantité u varie d’une maniére continue, quand le point z se
meut dans une certaine partie du plan, on dit que la fonction est continue
dans cette partie du plan. Si I'on représente la fonction, comme la variable,
par un point u situé dans le méme plan ou dans un plan différent, quand le
point z décrit une ligne, le point u décrit une ligne correspondante.

Dérivée.

3. Soient z et 2’ deux points voisins situés dans la partie du plan consi-

dérée ; lorsque le rapport
() = £(2)
Z -z

tend vers une méme limite, quand le point 2z’ se rapproche indéfiniment du
point z, d'une maniére quelconque, cette limite s’appelle la dérivée de la fonc-
tion ; nous la représenterons, suivant 1'usage, par la notation f’(z).

Dans tout ce qui suit, nous ne nous occuperons que des fonctions qui ad-
mettent une dérivée. A cette propriété correspond une propriété géométrique
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remarquable.
Si ’'on pose

f'(z) = a(cosa + isina),
/ —

2 — z = p(cosf + isinb),
on a
Z::: — f(z;)lif(z) = f'(2) +e = (a+¢€)[cos(a + ") + isin(a + £")],

la quantité imaginaire € tendant vers zéro, ainsi que les deux quantités réelles
e’,e”, quand le point 2’ se rapproche du point z. On en déduit

U —u=pla+e)|cos(d +a+e")+isin(@+a+e")];

le module de w' — u est p(a + ¢’), son argument 6 + « + £”. Supposons que
le point 2z’ décrive une courbe zz; (fig. 2) ayant une tangente za; au point z;
quand le point 2z’ se rapproche du point z, 'argument 6 de z’ — z tend vers une
limite 6; qui est 'angle de la tangente za; avec I'axe Oz ; argument de u' —u
tendant vers la limite 6; +c, on en conclut que le point «’ décrit une courbe uuy,
ayant une tangente ub;, dont la direction est définie par 'angle 6; + «.
Concevons maintenant que le point 2’ décrive successivement deux courbes
221, 27, ayant des tangentes zaq, zas, dont les arguments sont 6; et 6, ; le
point u/ décrira deux courbes uuy, uus, ayant des tangentes ubq, uby, dont les
arguments sont 0y +«, 5+ ; angle byuby est égal & 6, — 6, et par conséquent
a langle ajzay. Ainsi, lorsquune fonction u = f(z) admet une dérivée, les
courbes décrites par le point u se coupent sous les mémes angles que celles qui

Fig. 2.
a2
(V5] bl
Z9 21 b2
3]
U
- U
20
Ug

sont décrites par le point z. Ceci suppose toutefois qu'au point z la dérivée
n’est pas nulle.
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4. 1l résulte de la qu'une fonction ayant une dérivée donne un mode de
transformation des figures planes dans lequel les angles sont conservés. Pour

en montrer un exemple bien simple, considérons la fonction u = —.
z

Si 'on pose

z=r(cosf +isinb),

on a

u= l(cosﬁ —isinf).
r

Quand le point 2’ décrit le prolongement zl (fig. 3) du rayon vecteur, le point v’
décrit la droite uO, en se rapprochant de l'origine ; & la courbe zz; correspond
la courbe uuq, et 'angle b;uO est égal & a;z[. Faisons tourner la seconde figure
autour de l'axe Oz ; le point u s’applique en m sur le rayon vecteur Oz, et la
courbe uuy prend la position mn ; les tangentes za,, mc aux courbes zz;, mn
font des angles égaux avec le rayon vecteur ; c’est la transformation par rayons
vecteurs réciproques.

5. Concevons que le point z décrive deux séries de lignes orthogonales,
par exemple deux séries de droites, paralléles, les unes a I’axe Ox, les autres a

Fig. 3.

I’axe Oy ; le point u décrira aussi deux séries de lignes orthogonales. Ainsi toute
fonction qui admet une dérivée transforme un systéme de lignes orthogonales
en un autre. Considérons, par exemple, la fonction u = 22 ; si I'on pose

z=r(cosf +isinf), u=r1"(cosb +isind’),
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on a

aux droites
rsind =b, rcosf =a,

respectivement paralléles a Ox et & Oy, correspondent les paraboles homofo-

cales
, 2b* , 2a>

"= 1 —cos@"’ "= 1+ cos@

Autre méthode.

6. Nous allons envisager la question & un point de vue un peu différent.
Posons
u=X+ Y,

X et Y étant des fonctions réelles de deux variables réelles et indépendantes
x et y. Laissant y constant, faisons varier x; nous aurons

Az = Ax,
et
Au  AX AY
Az Az Az
: Au - AX AY
si le rapport — tend vers une limite, les rapports —, —— tendent respec-
Az Az’ Ax

tivement vers des limites déterminées. On en conclut que les deux fonctions
réelles X et Y admettent des dérivées partielles par rapport a x.
Laissant x constant, faisons maintenant varier y; nous aurons

Az = 1Ay,

et par suite

Au_1(AX AV _AY AX
Az i\ Ay ZAy Ay ZAy’

on en conclut de méme que les fonctions réelles X et Y admettent des dérivées
partielles par rapport a y.

u
Si le rapport ~ @ dans les deux cas la méme limite f’(z), on a la relation
z

X 9Y 9y 0X

_ ) —

— ti1—=
ox or 0Oy dy
qui équivaut aux deux suivantes

X 9Y X aY

1 A 4o — .
(1) ox Oy Oy Ox
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Ces relations indiquent que les expressions
Ydxr +Xdy, Xdr—Ydy

sont des différentielles exactes par rapport aux variables x et y.

7. Réciproquement, lorsque deux fonctions réelles et continues X et Y de
deux variables indépendantes = et y ont des dérivées partielles satisfaisant aux
relations (1), 'expression u = X+ Y4 peut étre considérée comme une fonction
de la variable imaginaire z = x + yi, admettant une dérivée.

Considérons, en effet, un point quelconque z, et par ce point faisons passer
une courbe zz; telle que les valeurs de z soient représentées le long de cette
courbe par la formule

2= (t) +(t)
dans laquelle les fonctions réelles ¢(t),1(t) de la variable réelle ¢t admettent
des dérivées ¢'(t), ¢’ (t). On aura, le long de cette courbe,

dX 0Xdr 0X dy
W Ordl oy ar
Y _0Yde OYdy
dt Oz dt Oy dt’
d’ou
du dX dY OX dx  0X dy (OY dx  OY dy
$:%+%‘<£a+@a)“Qﬁa*@a)

et, en vertu des relations (1),

du _ (OX OV (o dy
dt  \ Ox ox dt dt )’

oxX 0Y dr  dy
Au = (% —H%) (E +ZE) (1+4¢)At,

¢ s’évanouissant avec A¢. Comme on a

On en déduit

dr  dy
Az = (% + Z%) (1 + 81) At,

€1 étant aussi une quantité infiniment petite, il en résulte

Au 0X i OY\ 1+e¢
— == +i— .
Az ox Oor ) 1+ ¢
. L., 0X oYy . L
La fonction admet donc une dérivée s + @8—, indépendante de la direction
xr x

de la tangente a la courbe zz; au point z.
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8. Nous démontrerons plus loin que la fonction f/(z) a aussi une dérivée;
il en résulte que les fonctions réelles X et Y admettent des dérivées partielles
du second ordre par rapport aux deux variables x et y ; d’aprés les relations (1),
ces dérivées partielles satisfont aux équations

P?X  9*X %Y 0*Y
——t+—=>=0, ——+—-——>=0.

or?  Oy? oxr?  Oy?

Ainsi toute fonction u = f(2), ayant une dérivée, fournit deux solutions parti-

culiéres de I'équation aux dérivées partielles du second ordre

o P
ox2 = Oy

Il résulte de 1a que si 'on veut, a I'aide de deux fonctions réelles X et Y
des deux variables réelles et indépendantes = et y, composer une fonction
u = X+ Y1 de la variable imaginaire z = x + yi admettant une dérivée, on ne
pourra prendre arbitrairement aucune de ces deux fonctions.

9. Nous avons figuré la variable imaginaire z par le mouvement dans un
plan d’un point dont les coordonnées sont x et y. Concevons que, sur la per-
pendiculaire au plan en ce point, on porte des longueurs respectivement égales
a X et & Y, nous aurons deux surfaces dont I’ensemble représentera la fonc-
tion u. Les relations (1) signifient que, si I’on fait tourner d’un angle droit 'une
des surfaces autour d’une perpendiculaire au plan zOvy, les plans tangents aux
deux surfaces aux points situés sur cette perpendiculaire deviennent paralléles.
En effet, la normale a la surface X fait avec les axes des angles dont les cosinus

sont proportionnels &

oxX 0X ..
or’ Oy’ ’

apres la rotation d’un angle droit de Ox vers Oy, cette normale fait avec les
axes des angles dont les cosinus sont proportionnels a

oxX 00X ]
ay Y ax 9 7

ou, en vertu des relations (1), a

aY oY

T
ox’ Oy’

Y

elle est alors paralléle & la normale & la seconde surface.
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10. Voici quelques autres propriétés des surfaces X et Y qu’il est bon de
remarquer :
Si 'on pose

oX 0X 0%X 0%X 0%X

9 P Tt " gmay Y o U
oy oy 2Y 2Y 2Y
2 P T e mmay Y e U

on a
et par suite

Le rayon de courbure R d’une section normale a la surface X est donné par la
formule

/1+p2+q2 /1+p2+q2

rcos?a + tcos? 3+ 2scosacos B r(cos?a — cos? 3) + 2scos acos 3’

a, 3,7 étant les angles que fait avec les axes des coordonnées la tangente a la
section normale considérée. L’indicatrice de la surface X a pour projection sur
le plan xOy I'hyperbole équilatéere

r(& —n°) 4+ 2s&n = /14 p* + ¢2

rapportée a son centre. L’indicatrice de la surface Y a de méme pour projection
I’hyperbole équilatére

(€ =) +25'€n =\/1+p* + ¢
s(” — &) + 2rén =/ 1+ ¢* + p*.

Si I'on fait tourner cette seconde hyperbole de 45 degrés autour de son centre,

ou

elle coincide avec la premiére. Ainsi, les projections sur le plan xOy des indica-
trices des deux surfaces conjuguées aux points homologues sont des hyperboles
équilatéres égales, et les asymptotes de I'une coincident avec les axes de 'autre.

Les rayons de courbure principaux de la surface X sont donnés par 1’équa-
tion du second degré

(rt = s*)R? = /1 +p? + ¢ [(1+p*)t + (L +¢*)r — 2pgs| R+ (1 +p° +¢°)° = 0,

qui se réduit a

(r? + 8" )R® = V1 4+ p? + @[(0° — ¢*)r + 2pgs|R — (1 +p* + ¢°)* = 0;
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ceux de la surface Y par I’équation

(r? + 8" )R® = V14 p? + @[(0° = ¢*)s — 2pqr|R — (1 +p* + ¢°)* = 0.

On voit que le produit des rayons de courbure principaux est le méme dans les
deux surfaces, et par conséquent que les deux surfaces ont la méme courbure
aux points homologues.

Fonctions monotropes.

11. Supposons que le point z soit astreint & rester dans une partie du
plan déterminée; si tous les chemins qui vont du point initial zo & un point

Fig. 4.

quelconque z (fig. 4) situé dans cette partie du plan conduisent a la méme
valeur de la fonction, nous dirons que la fonction est monotrope dans cette
partie du plan.

Il est évident que, si le point mobile décrit une courbe fermée située dans
la partie du plan considérée, la fonction reprend sa valeur primitive.

Réciproquement, lorsque la fonction jouit de cette propriété, elle est mono-
trope. Considérons, en effet, les deux chemins zyaz, 2obz, qui vont du point z,
au point z; soit ug la valeur initiale de la fonction, u la valeur qu’elle acquiert
quand on suit le chemin zyaz; en continuant suivant zbzy, on raméne la va-
leur initiale uq ; si maintenant on rétrograde suivant zybz, la fonction repassera
par la méme valeur en chaque point, et par conséquent elle acquerra en z la
valeur u obtenue précédemment.

Une fonction entiére, plus généralement une fonction rationnelle, n’ayant
qu’une valeur pour chaque valeur de z, est monotrope dans une partie du plan
limitée par une courbe quelconque. Nous dirons pour abréger que, dans ce cas,
la fonction est monotrope dans toute I’étendue du plan.
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Exemples de fonctions polytropes.

12. Considérons d’abord la fonction

w=1/(z—a)(z—as)... (z —ay).

Marquons dans le plan les points aq,as, ... ,a, (fig. 5); si 'on prend pour

origine successivement chacun de ces points, en conservant la direction des

O X

axes, le méme point représentera, par rapport a ces différents systémes d’axes,
les binébmes z — ay, 2z — as, ... , 2 — ay,.

Posons
2z —ay=r1(cosb +isinby),

z — ag =ray(cos by + isin by),

z — ap,=1p(cos b, +isind,);
on a

1 COS81+92+...+9n ,Sin91+92+...+9n
u=(riry... ;)2 5 +1 5 )

Lorsque le point z décrit une courbe fermée ne comprenant aucun des points
ai,Qs, ... ,0,, les arguments 0,,0,, ... , 0, reprennent leurs valeurs primitives,
et par conséquent la fonction u revient a la méme valeur. On en conclut que
la fonction est monotrope dans toute partie du plan ne comprenant aucun des
points ay, as, ... ,a,, que nous appellerons points critiques.

13. Supposons maintenant que le point z décrive une courbe fermée com-
prenant un point critique a; (fig. 6), dans un sens tel (pour la disposition adop-
tée des axes) qu’'un observateur, en décrivant le contour, ait constamment a sa
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Fig. 6.
Fig. 7.
a2

as

20

gauche 'aire enveloppée par la courbe, et dorénavant nous appellerons le sens
de ce mouvement sens positif ; les arguments 6y, 05, ... , 0, reprennent leurs
valeurs primitives, mais #; augmente de 27 ; 'argument de u augmente donc
de 7, et par conséquent la fonction change de signe.

Considérons deux chemins zpaz, z2obz (fig. 7), allant du point 2z, au point z
et comprenant un seul point critique a;. Soit ug la valeur initiale de la fonc-
tion au point 2y, u la valeur que l'on obtient au point z, quand on suit le
chemin zgaz ; si 'on continue suivant zbzy, d’aprés ce que nous venons de dire,
la fonction change de signe et acquiert en zq la valeur —ug. En rétrogradant sui-
vant zpbz avec la valeur initiale —uq, la fonction repasse par les mémes valeurs
et reprend en z la valeur u obtenue précédemment. Si maintenant ’'on décrit
le chemin zpbz avec la valeur initiale +ug, le signe du radical étant changg,
la fonction acquiert en z la valeur —u. Ainsi, les deux chemins zgaz, zgbz, dé-
crits avec la méme valeur initiale ug, conduisent au point z a deux valeurs de
la fonction égales et de signes contraires, et par conséquent la fonction cesse
d’étre monotrope.

14. Counsidérons en second lieu la fonction
p1 p2 Pn

u=(z—a1)n(z—ag)®2 ... (z—a,)m,
dans laquelle les exposants sont des fractions irréductibles. En adoptant les
mémes notations que précédemment, on a

pP1 P2 Pn
pL p2 Pn 0 0 0 0
=rtr2 [cos(%—l—]%%—...)+isin(%+%+...>].
1 2 1 2

Lorsque le point z décrit une courbe fermée ne comprenant aucun des points
ai,as, ... ,a,, la fonction revient & sa valeur primitive. Elle est donc mono-
trope dans toute partie du plan ne comprenant aucun des points critiques

a1,0d9,... ,0np.
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Supposons maintenant que le point z parte du point zg, la fonction ayant
la valeur initiale ug, et décrive, dans le sens indiqué, une courbe fermée com-
prenant le point critique a; ; les arguments 65,603, ... reprenant leurs valeurs

primitives et #; augmentant de 27, il en résulte que 'argument de u augmente
2py

de ; la valeur de la fonction est donc multipliée par la quantité
q1
. 2pim L 2w
J1 = cos + 28In ,
41 51
qui est une racine primitive de I’équation binéme z? = 1. Un second tour

donnera Uo '1 X '1 = Ug 2 un troisiéme Uo 3 ete. La fonction prend donc au
1> 1>
méme pOiIlt 20 les q1 valeurs

Ug, qul? uﬂj%a cee qugl_l;
un nouveau tour rameénerait la valeur initiale ug.
Si I'on tourne ensuite autour du second point critique as avec I'une des
q1 valeurs précédentes prise comme valeur initiale, on obtiendra ¢, valeurs
différentes. La forme des valeurs ainsi obtenues est

‘my sma.
UoJ1 "J2 s

si les nombres ¢; et ¢o sont premiers entre eux, la fonction acquiert de la sorte
q1q-2 valeurs, et ainsi de suite.

Lorsqu'une fonction, qui a une valeur initiale bien déterminée, acquiert
ainsi plusieurs valeurs pour une méme valeur de z, suivant les chemins décrits
par cette variable, nous dirons que la fonction est polytrope.

La définition que nous venons de donner de la fonction u = z* s’étend au
cas oll I’exposant a est un nombre incommensurable, positif ou négatif. Si 'on
pose

z =r(cosf +isinb),

on a

u=2%=r"cosab + isinab).

Mais ici, lorsque la variable z tourne autour du point critique z = 0, la fonction
acquiert une infinité de valeurs différentes ayant méme module et dont les
arguments forment une progression arithmétique dont la raison est 2ar.

Fonctions holomorphes.

15. Lorsqu’'une fonction est continue, monotrope, et a une dérivée, quand
la variable se meut dans une certaine partie du plan, nous dirons qu’elle est
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holomorphe dans cette partie du plan. Nous indiquons par cette dénomination
qu’elle est semblable aux fonctions entiéres qui jouissent de ces propriétés dans
toute I'étendue du plan.

Les valeurs de la variable pour lesquelles la fonction devient nulle sont les
racines ou les zéros de la fonction.

Poles.

16. Lorsqu’une fonction u est holomorphe dans une certaine partie du

plan, excepté en un point z;, ou elle devient infinie, de maniére toutefois que

1
la fonction — reste holomorphe dans le voisinage de ce point, on dit que ce
u

point est un péle ou un infini de la fonction wu.

Une fraction rationnelle admet comme poles les racines du dénominateur ;
¢’est une fonction holomorphe dans toute partie du plan qui ne contient aucun
de ses poles.

Lorsqu’une fonction est holomorphe dans une partie du plan, excepté en
certains poles, nous dirons qu’elle est méromorphe dans cette partie du plan,
c’est-a-dire semblable aux fractions rationnelles.

Emploi de la sphere.

17. Pour étudier la variation d’une fonction, quand la variable z devient
1 .
trés-grande, on pose z = —, et 'on donne & la nouvelle variable 2’ des valeurs
z

trés-petites. Cette transformation peut étre figurée de la maniére suivante :
A une sphére d’'un diamétre égal & I'unité, menons deux plans tangents
zOy, 2’0"y (fig. 8) en deux points diamétralement opposés O et O; la va-
riable z est représentée par un point z situé dans le premier plan tangent ; la
droite O’z perce la surface de la sphére en un point Z; la droite OZ prolongée
rencontre le second plan tangent en un point 2z’ qui, dans ce plan, représente la

nouvelle variable z’. En effet, nous remarquons d’abord que, dans les triangles
semblables OO’z,00’Z, on a

O’z’_ 1
1 Oz

Nous déterminerons les positions des droites Oz, O’z’, dans les plans tangents,
par les angles 6 et 6’ qu’elles font respectivement avec des droites fixes Ox, O'z/,
situées dans un méme plan méridien passant par le diamétre OO’, et nous
conviendrons de compter les angles positifs dans un sens tel, qu'un observateur
placé sur I'un ou l'autre plan, les pieds en O ou en O’, et la téte en dehors de
la sphére, voie le rayon vecteur tourner de droite a gauche. De cette maniére,
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Fig. 8.
N

les deux droites Oz O/Z/ ui sont contenues dans un méme plan méridien, ont
) ) )
des arguments xOz I‘/O/Z/ dont la somme est égale & 27. D’ailleurs le produit
)
des rayons vecteurs Oz, O’z est égal a I'unité; on a donc
) )

z7 = 1.

A une courbe décrite par la variable z dans le premier plan tangent corres-
pond une courbe décrite par la variable 2z’ dans le second plan tangent ; mais
ces deux courbes peuvent étre remplacées par une seule, celle que décrit le
point Z sur la sphére. Quand le point z décrit dans le premier plan, et dans
le sens positif (n° 13), une courbe fermée ne comprenant pas l'origine O, le
point 2z’ décrit dans le second plan, et aussi dans le sens positif, une courbe
fermée ne comprenant pas l'origine O’; a la partie du premier plan intérieure
a la premiére courbe correspond la partie du second plan intérieure a la se-
conde courbe. Mais lorsque la premiére courbe, que nous supposons toujours
décrite dans le sens positif, comprend l'origine O, la seconde, qui comprend
aussi I'origine O’, est décrite dans le sens négatif par un observateur dont la
téte est tournée vers N’; & la partie du premier plan extérieure a la premicre
courbe correspond la partie du second plan intérieure & la seconde courbe, et
vice versd. Si le rayon vecteur de chacun des points de la premiére courbe aug-
mente indéfiniment, celui de la seconde tend vers zéro ; de sorte que 1’étude de
la fonction pour les valeurs trés-grandes de z est ramenée a celle de la méme
fonction dans la partie de la surface de la sphére voisine du point O’.
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18. Considérons, par exemple, une fonction entiére
u=Ap2"+ A 2" A

si 'on pose

Z:;,

on a

Ag+A 2+ ... +A,2™
u = .

Z/m

La fonction u devient infinie pour 2z’ = 0; mais si I'on pose

U:;,

on a
, Z/m

YT ANt AL+t A

la fonction u’ est holomorphe dans le voisinage du point O’ ; on dira donc que
le point O’ sur la sphére est un pole de la fonction u. Ainsi la fonction entiére
est holomorphe sur toute la sphére, excepté au point O’ qui est un pole.

Considérons maintenant une fraction rationnelle

LA+ AT 4+ A,
" Bpz"+Byzvl+... +B, "’

en posant

2= =
2!’

on a
mem Ao+ A2 4+ + AR

Byo+ B2 +... + B2

u ==z

Si m est égal ou inférieur a n, la fonction u est holomorphe dans le voisinage
du point 2z’ = 0, qui est ainsi un point ordinaire. Si m est supérieur a n, la

1
fonction u devient infinie pour z/ = 0; mais la fonction — reste holomorphe
u

dans le voisinage de ce point, qui est un pole de la fonction u.
Considérons enfin la fonction

u=/(z—a)(z —az)... (2 —ay)

que nous avons étudiée au n® 12. Si 'on pose

1
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on a
s
z2 2

VA —a2)(1 —ag2’) ... (1 —ay2)
Lorsque n est pair, le point O’ est un pole de la fonction u. Lorsque n est impair,
c’est un point critique; car autour de ce point se permutent les deux valeurs
de u’ et par conséquent celles de u qui sont trés-grandes dans le voisinage.

!/




CHAPITRE I1.

LES FONCTIONS ALGEBRIQUES.

Nombre des racines d’un polyndéme entier.

19. LEMME 1. — Lorsqu’une fonction est méromorphe dans une partie du
plan, la variation qu’éprouve l’argument de la fonction, quand la variable décrit
une ligne ad (fig. 9) située dans cette partie du plan, et ne passant par aucune

Fig. 9.

racine ni par aucun pile, est égale a la somme des variations qu’il éprouve sur
les différentes portions ab,bc, cd de cette ligne, et cela quel que soit celui des
arguments possibles que l’on prenne au commencement de chacun des arcs.

20. LEMME II. — Lorsqu’une fonction est méromorphe dans une certaine
étendue, si l'on divise cette aire en plusieurs parties par des transversales,
la variation qu’éprouve [’argument de la fonction, quand la variable décrit le
contour de ’aire totale dans le sens positif, est égale a la somme des variations
qu’il éprouve, quand la variable décrit le contour de chacune des aires partielles

dans le sens positif.

Considérons l'aire enveloppée par la courbe abed (fig. 10), et qui est divisée
en quatre parties par des transversales. Nous supposons qu’aucune des lignes
ne passe par une racine ni par un poéle, et que chaque contour est parcouru
dans le sens positif, ¢’est-a-dire dans un sens tel qu'un observateur ait toujours
a sa gauche 'aire enveloppée par le contour. La variation de ’argument de la
fonction suivant le contour abea est égale a la somme des variations suivant
les arcs ab, be, ea ; de méme la variation de 'argument suivant le contour bceb
est égale a la somme des variations suivant les arcs bc, ce, eb, et ainsi de suite.
Mais chacune des transversales ae, be, ce, de est parcourue deux fois dans des
sens opposés, ce qui donne des variations égales et de signes contraires ; il reste
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Fig. 10.
C

donc dans la somme les variations relatives aux arcs ab, be, cd, da, c’est-a-dire
la variation relative au contour entier abcda.

Fig. 12.

/

Fig. 11.

21. THEOREME I. — Lorsqu’une fonction est holomorphe dans une par-
tie du plan ne comprenant aucune racine, la variation de l'argument de la
fonction sur le contour de ['aire est nulle.

Soit 2y une valeur de la variable z a laquelle correspond pour la fonction
une valeur ug différente de zéro. La fonction étant continue, on peut assigner
un nombre p tel que, si le module de z — z5 est égal ou inférieur a p, le
module de u — uy ou la distance ugu soit moindre que le module de uy ou
la distance Oug. D’aprés cela, si le point z décrit une courbe fermée (fig. 11)
comprise dans le cercle décrit du point z; comme centre avec un rayon égal
a p, le point u décrira une courbe fermée (fig. 12) située dans le cercle décrit
du point ug comme centre avec un rayon égal a la distance Ouyg ; 'argument
de u reprendra donc sa valeur primitive.

Supposons maintenant que le point z décrive le contour d’une aire ne com-
prenant aucune racine. On pourra partager cette aire en parties assez petites
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(fig. 13) pour que chacune d’elles jouisse de la propriété précédente. La va-
riation de I'argument de la fonction étant nulle sur le contour de chaque aire
partielle, elle est nulle aussi sur le contour de I’aire totale, d’apreés le lemme II.

Fig. 14.

N

Fig. 13.

22. THEOREME II. — La variation de l’argument d’un polynome entier,
sutvant le contour d’une aire parcourue dans le sens positif, est égale au produit
de 27 par le nombre des racines comprises dans cette aire. (CAUCHY.)

Soient aq, ag, . .. ,a, (fig. 14) les racines situées dans 'aire plane considérée ;

on a
f(2)=(z—a)(z—a) ... (2= an)p(2);

I'argument du polyndme f(z) est égal a la somme des arguments des facteurs;
quand le point z décrit la courbe fermée, dans le sens positif, 'argument de
chacun des facteurs z—ay, z—as, ... , z—a, augmente de 27 ; le polynéme ¢(z)
n’ayant aucune racine a 'intérieur de la courbe, son argument reprend sa valeur
primitive ; donc l'argument de f(z) augmente de 27 x n. Ceci ne suppose pas
que toutes les racines soient distinctes.

23. COROLLAIRE. — Un polyndome entier du degré m a m racines.
Soit
u=Agz"+ A2 4+ L+ A,

le polynéme proposé; si I’'on pose

ce polynéme devient
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Le numérateur ne s’annulant pas pour z’ = 0, on peut assigner un nombre 7’
tel que, si le module de 2’ est égal ou inférieur a 7/, le module de Az’ +
Aoz + ... 4+ A,,2"™ soit moindre que celui de Ag; le numérateur ne s’annulera
donc pour aucune valeur de 2’ située a l'intérieur du cercle décrit du point O’
comme centre avec le rayon ' dans le second plan tangent a la sphére (n° 17),
et par conséquent le polyndéme proposé n’aura aucune racine en dehors du

. . 1 '
cercle décrit du point O comme centre avec le rayon r = — dans le premier
r

plan tangent. Concevons maintenant que le point z décrive la circonférence r
dans le sens positif, ou que le point 2z’ décrive la circonférence r’ dans le sens
négatif, 'argument du numérateur ne changeant pas, et celui de 2’ variant
de —2m, 'argument de u éprouvera une variation égale & 2w x m; donc le
polynéme a m racines.

En désignant par ag le module de Aq et par a le plus grand des modules des

coefficients suivants, on peut prendre v’ = ; il en résulte que le nombre

ag + a

ap+a a . L .
r= = 1+ — est une limite supérieure des modules des racines.
ap ap

Maniere de déterminer le nombre des racines d’un polynéme entier comprises
dans un contour donné.

24. D’apreés le théoréme II, pour connaitre le nombre des racines de
I'équation f(z) = 0 comprises dans un contour donné C, qui ne passe par
aucune des racines, il suffit de déterminer la variation qu’éprouve 'argument
de f(z), quand le point z décrit ce contour dans le sens positif, et de di-
viser cette variation par 2m. Supposons que l'on ait, le long de ce contour,
f(z) = X +14Y, X et Y étant deux fonctions réelles d’'une méme variable
réelle t. Soient Xy, Yy les valeurs de X et Y pour t = ¢y, ag le point correspon-
dant de la courbe et o 'argument de f(z) ; cet argument g est 'un des angles

qui répondent a la tangente X—O ; si X est positif, on peut prendre pour g un
0

T
angle compris entre —3 et 3 Faisons varier t de telle sorte que le contour C

soit parcouru dans le sens positif. Tant que ¢, variant & partir de ¢y, n’atteint
pas une valeur pour laquelle X s’annule et change de signe, I’argument variable

. : . - T o .Y
reste toujours compris entre les mémes limites —3 et 5 Mais si le quotient X
devient infini, et passe d’'une valeur positive a une valeur négative, ¢ croit au

™ . . . . . N
dela de 5 si, au contraire, le quotient passe d’une valeur négative a une valeur

T
positive, ¢ décroit au-dessous de —5 Donc, en appelant ¢ I'arc compris entre
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T m
—5 et 5 qui répond a la nouvelle valeur de la tangente, on aura

S0:517T+1/)7

€1 étant égal & +1 dans le premier cas et & —1 dans le second cas. Cette formule
s’appliquera jusqu’a ce que X en s’annulant change de signe une seconde fois.
A partir de cette nouvelle valeur de ¢, on aura

=1+ Eam + 1,

Y
€9 étant encore égal a 1, suivant que le quotient X passe d’'une valeur positive
a une valeur négative, ou inversement, et 1) désignant toujours ’arc compris
m ™ . < N N
entre —5 et +§, qui répond a la valeur de la tangente X Aprés un troisiéme

changement de signe de X, on aura
Y =1 + 9T + 3T + P,

et ainsi de suite. Par conséquent, si X a changé de signe m fois avant que le
point z en suivant le contour C arrive dans le voisinage de ag, on aura pour
un pareil point
Q=M +em+ ...+, + .
Mais lorsque z atteint ag, I’angle ¢ devient égal a g, et la variation totale de
I’argument est
m(er+es+ ... +em);

on a donc

1
n:§(€1+€2—|—... —|—€m),

n étant le nombre des racines comprises dans le contour C. Soient m’ le nombre
des termes de la parenthése dont la valeur est +1, m” le nombre des termes
dont la valeur est —1; la formule s’écrit

_1 / "
n—2(m m”).

Lorsque la valeur initiale X, de X est négative, on peut répéter le méme rai-

s s
sonnement en prenant pour g et ¥ des angles compris entre 5 et 35.

25. Lasomme € +&3+... + &, qui correspond a la variation de t entre
Y
les limites ¢ et t1, est ce que Cauchy nomme indice de la fonction X entre les

limites tq et t1, et il représente cet indice par la notation

Y
I (X) ou IZF(t).
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Si 'on partage une ligne quelconque en plusieurs parties, 'indice du quo-
tient X relatif a cette ligne est évidemment égal a la somme des indices du

méme quotient pour chacune des parties de la ligne.

On calcule aisément l'indice relatif & une ligne donnée, lorsque le long
de cette ligne X et Y sont des fonctions entiéres de la variable ¢, a 'aide des
remarques suivantes (Cauchy, Journal de ’Ecole Polytechnique, 25"™¢ Cabhier).

1° Si le degré de Y surpasse celui de X, en effectuant la division jusqu’a
ce que l'on parvienne & un reste Y; de degré moindre que X, on a

Y Y,
X_Q_I_Yv

) . . . . Y Y, .
Q étant une fonction entiére. Il est clair que les quotients X et X< deviennent

infinis en méme temps et ont des valeurs de méme signe pour les valeurs de la
variable voisines de celles qui les rendent infinis; il en résulte

Y Y
(3)-2 (%)

Y
2° Considérons les deux quotients inverses Y et leurs indices I, I} quand

t varie de ty a t;. Chaque fois que I'une des fonctions X, Y s’annule et change de
signe, 'un des deux quotients devient infini et son indice augmente ou diminue
d’une unité, suivant que ce quotient passe d’une valeur positive a une valeur

: : : .Y :
négative, ou inversement. Par conséquent, si le quotient X a le méme signe

pour ty et 1 le nombre des changements de signes qu’il éprouve en allant d’une
valeur positive a une valeur négative est égal au nombre des changements de
signes qu’il éprouve en allant d’une valeur négative a une valeur positive, et
I'on a

I+1; =0.

Mais si le quotient a des signes contraires pour ty et t; on a

[+1;, = +1,

Y
le signe + correspondant au cas ou la quantité 0 st positive, le signe —

a celui ou elle est négative. D’une maniére générale, les deux indices I et I;
satisfont a une relation de la forme

I+11:€,

dans laquelle € désigne un nombre égal a zéro, & +1 ou a —1.
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Y
Il résulte de la que l'on peut exprimer l'indice de la fonction X a 'aide

d’une somme de termes analogues a e, et de l'indice d'un dernier quotient
dont le diviseur ne contiendra plus la variable ¢, indice évidemment égal a
zéro. Pour fixer les idées, supposons que X soit d'un degré plus élevé que Y,
et, pour I'uniformité des notations, représentons ce dernier polynéme par X;.
Effectuons la division de X par X;, jusqu’a ce que nous arrivions & un reste
d’un degré moindre que celui de X;; appelons Xy ce reste changé de signe.
Divisons X; par X, ; soit X3 le reste changé de signe ; en continuant cette série
d’opérations, on parviendra & un reste constant, puisqu’on peut supposer que
les polynomes X et X; n'ont pas de facteurs bindmes communs; soit X,, ce
dernier reste changé de signe. On a les relations

X4 Xy
I([—)-1I|—=—| =
(3)-1(2)-=

X9 X3
I([—=)-I|=| =
(Xl) (Xz) w2

Xn—l Xn
I —1 =g,_
(Xn2> (an) e

Xn anl
I —1 =g,.
(25) 1) =

X
En ajoutant ces égalités membre & membre, et observant que I < )Z 1)
n

est nul, il vient

Xy
I Y =€1+E+ ... +Ep_1+Ep-

X
Pour obtenir I <Yl>’ on calculera les valeurs

(X) 40, (X1)tgs- - (Xp=1)t05 (Xp)tgy - - - 5 X,

(X)¢,, (X))t (Xp—1)t1 (Xp)trs--- s X,
des fonctions X pour les deux valeurs tg,t; de la variable ¢t. Considérons deux
termes consécutifs (X,_1)s,, (X,), de la premicre suite, et les termes corres-
pondants (X,_1),, (X,)s, de la seconde. Si les signes des termes (X,_1)z,, (X;)¢,
présentent une permanence ou une variation, et de méme les signes de

(Xp-1)t;, (Xp)s, une permanence ou une variation, on aura
gp = 0.

Si les signes des deux premiers termes présentent une permanence, les signes
des deux derniers une variation, on aura

gp = 1.
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Enfin, si les signes des deux premiers termes offrent une variation et ceux des
autres une permanence, on aura

gp = —1

Représentons par P, le nombre des permanences de la premiére suite qui se
transforment en variations dans la seconde, et par V, le nombre des variations
qui se changent en permanences, il est clair que

Xy
I (Y) —P,—V,.

Mais, si I'on désigne par V le nombre des variations de la premiére suite, et
par V' le nombre des variations de la seconde, on a aussi

V =V+P,—V,,

d’ou
V' -V=P,-V,,

Xy
() =v-V.
(X)Vv

X
Ainsi l'indice de la fonction Yl est égal au nombre des variations gagnées par

la suite des polynémes, quand on passe de ty a ty.

26. Supposons que le contour C soit un rectangle ayant ses cotés paralléles
aux axes des coordonnées (fig. 15). Appelons y, et y; les ordonnées des deux
cOtés ab, cd paralléles a I'axe des x, xy et x1 les abscisses des deux cotés ac, bd
paralléles a I'axe des y. Soit

f(2) = fle+yvV-1) = p(z,y) + V-1¢(z,y);

on aura
le long de ab. .. ... X =p(z,9), Y =1(zr,y), « variant de z¢a z;;
le long de de. .. ... X=p(z,y), Y=1v(xr,yn), «variant de z; a zq;
le long de bd. .. ... X =p(r1,y), Y =1(zr1,y), y variant de yo a y;;
le long de ca. .. ... X =p(ro,y), Y =1(xo,y), y variant de y; a yo.

Supposons en second lieu que le contour C soit la circonférence d’un cercle
de rayon 7, ayant son centre a 'origine. On peut définir les divers points de la
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Fig. 15.

O Z

circonférence par la formule z = r(cos #+1isin @), ot 6 désigne un angle variant
de —7 & 4. Si 'on pose

t 0 t
ang — =
E5=h

1—¢2+ 2ti
Z =T
1+t2 14¢2)°

et la variable ¢ variera de —oo & 4+00. On abrége le calcul en opérant de la

on aura

maniére suivante : on a .
1412

1—ti’

z=r

la substitution de cette valeur dans le polynéme f(z) donnera un résultat de la

p(t) +i(t)
(1 —ti)»

de —oo a +o00, est égale a la différence entre la variation de 'argument du

forme . La variation de 'argument de ce quotient, lorsque t croit

numérateur et la variation de I'argument du dénominateur. Mais ’argument
. ™ ™, .- ,
de 1 —tz, passant de la valeur —1—5 a la valeur 5 éprouve une variation égale

a —m; donc la variation de 'argument du dénominateur est —nm. Par consé-
quent, si I’on représente par I 'indice du numérateur, quand ¢ varie de —oo
a 400, la variation de 'argument du quotient sera (I + n).

27. Soit, comme exemple, I’équation
4 _
22 =5z+1=0.

Prenons d’abord pour contour un rectangle dont les cotés, paralléles aux
axes, sont déterminés par les abscisses g = —1, r1 = +1 et les ordonnées
Yo=—1,y1 =+1. on a

flx +yi) =a* — 62%* + y* — 50 + 1 + (42’y — 4oy® — 5y)i.
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Le long du coté ab

X=a'—62>—bx+2, Xy=—-42®+42+5, X,=202>+ 15z —8,
X3 = —3z — 124, X, = —301868;

les signes des résultats des substitutions de —1 et +1 étant
+, +, -, -, -,
-, =+, +, -, -,
I'indice relatif a ce coté est 1. Le long du coté dc, paralléle a ab, on a
X=a—62>—bxr+2, X;=42>—4x—5.

Nous remarquons que sur les cotés ab et dc les polyndmes X sont égaux, et les
polynoémes Y égaux et de signes contraires. Mais x varie sur le premier coté
de —1 a +1, sur le second de +1 a —1; il en résulte que les indices relatifs a
ces deux cotés sont égaux. Le long du coté bd, on a

X=y*—6y>—3, Xy=—-4y°—y, X,=25/%+12,
Xg = —23y, X4 = —276,

les signes correspondant a —1 et 41 étant
) +7 +7 +7 )
) ) +7 ) )
I'indice est nul. Enfin, le long de ca, on a

X=yt—6y2+7 X;=4y>—-9y, X,=15y*—28,
Xy =23y, X, =644.

En substituant d’abord +1, puis —1, les signes des résultats sont

+7 R R +7 +7
+7 +7 B ] +7

I'indice est encore nul. On conclut de ce qui précéde qu’'une seule racine est
comprise dans le carré abdc; cette racine est nécessairement réelle. Il est bon
de remarquer que les indices relatifs aux cotés ab et dc du rectangle sont égaux
toutes les fois que ces deux cotés sont équidistants de 'axe des x.

Prenons maintenant pour contour une circonférence d’'un rayon égal a
I'unité et ayant pour centre 'origine. On a sur cette circonférence

(Tt =12t — 3) + 10(¢° + t)q
J(z) = (1—ti) '
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On obtient I'indice du numérateur a 1’aide des polynoémes

X=7t"—12t2 -3, X, =834+t X,=19t>+3,
ng—t, X4:—3,

I'indice étant égal & —2, on en conclut que la circonférence ne comprend qu’une
racine.
Si ’on remplace la circonférence dont le rayon est 1 par une autre de rayon

égal & 2, on a
2714 — 10212 + 7 + 40(—t2 + 2t)i
f(2) = 40( )i
(1 —ti)

I'indice du numérateur s’obtient a ’aide des fonctions

X =27t" — 102> + 7, Xy =—t34+2t, X, =48t -7,
Xg=—t, X4=T.

Cet indice étant égal a 4, on en conclut que la seconde circonférence comprend
les quatre racines de I'équation. Il est évident, a l'inspection de 1’équation,
qu’elle n’admet que deux racines réelles comprises, I'une entre zéro et 1, I'autre
entre 1 et 2. Le module des deux racines imaginaires conjuguées est donc
compris entre 1 et 2; on vérifie ce résultat, en remarquant que ce module a

pour expression

A désignant la racine positive de 1’équation

8\ — 8\ — 25 =0.

Continuité des racines.

28. Soit f(z,u) = 0 une équation dont le premier membre est un poly-
nome entier en z et u, du degré m par rapport a u, et que nous supposons
irréductible, c¢’est-a-dire non décomposable en un produit de polynémes entiers
en z et u. Sil’on attribue & z une certaine valeur, I’équation en u a m racines;
nous allons démontrer que, si le paramétre z varie d’une maniére continue, ces
m racines varient aussi d’une maniére continue (Cauchy, Ezercices d’Analyse
et de Physique mathématique, 1841). Cette propriété importante résulte du
théoréme suivant :

THEOREME III. — Si pour z = a [’équation a n racines égales a b, pour

une valeur de z voisine de a, [’équation a n racines voisines de b.
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Pour abréger, remplagons z et u par a+ 2" et b+ ; pour 2’ = 0, ’équation
fla+2',b+u') = 0 admet n racines égales a zéro. En ordonnant le premier
membre de I’équation par rapport aux puissances croissantes de u’, on a

fla+2 b)) =Zg+Zi + Zou* + ...+ Zpt/" 4+ Zpy ™ + . 4 L™,

Les polynémes Zg,Z1,... ,Z,_1 s’annulent pour 2’ = 0, mais Z, ne s’annule
pas. Du point a comme centre, décrivons un cercle de rayon p qui ne comprenne
aucune racine du polynéme Z,, et assujettissons le point 2’ & rester dans ce
cercle. Soit A le plus petit module du polynéme Z, dans le cercle p, B le plus

grand module de chacun des polynomes suivants Z, 1, Zni2, ... , 2y dans le
méme cercle. Nous pouvons mettre le premier membre de ’équation sous la
forme
nl Zo 1 Z7 1 Zn_1 1
f((l—{—z”b—l—u’) — Znul (Z_nuTn_l_Z_numl 4+ ... + Zn E
Zn Zn, Lo e
+1+ ZZI u'+—Z:2u’2+... +Z—nu’m ")
ou
fla+ 2 b+u)=7Z,4"(1+P+Q),
en posant
L1 Lin2 Z _
:P — n ! n 12 o ~m Iim-n
7. u + Z, u + + Z ;
Zo 1 Z7 1 Zpn_1 1
Q_Znu’” Znu’”*l_l—'” Zn W

Si l'on fait mouvoir le point u’ sur la circonférence d’un cercle ayant pour
centre b et un rayon r plus petit que I'unité, on a

.
1—r

> @

B
mod.P<K(r+r2+...):

On choisira le rayon r de maniére que

vs)

r
Al—r

A

1.
27

il suffit pour cela de prendre

1
alors le module de P sera plus petit que 7 Le rayon r étant choisi de cette

facon, et le point u’ se mouvant sur cette circonférence, on a

mod. Q < % (mod. Zo mod.Z; N N mod. an) ‘

o Tnfl c. ,
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Les polynoémes Zg,Z1, ... ,Z,_1 étant des fonctions continues de 2/, qui s’an-
nulent pour 2z’ = 0, on peut trouver un rayon p’ plus petit que p, et tel que,
pour tout point z’ situé dans le cercle décrit du point a comme centre avec le
rayon g, le module de chacun de ces polynémes soit moindre qu'un nombre
donné C, satisfaisant a la condition

C/1 1 1 1
—(—+ +...+—)§—
rn 2

A rn—l r
ou
ci1-r L
Arm(l—r)= 2
il suffit pour cela de prendre
o< Arm(1l — 7’)'
- 2(1—-m)

Le rayon p’ étant choisi de cette fagon, le module de Q sera moindre que 3

pour toutes les valeurs de 2’ situées dans le cercle p’ et de u’ situées sur la
circonférence r, et de méme le module de P.

Le point 2’ restant fixe a I'intérieur du cercle p/, concevons que la variable u/
décrive la circonférence r dans le sens positif, et considérons I’expression

fla+2b+u)=2,u"1+P+Q),

qui est un polynéme entier en u'. L’argument du facteur u™ éprouve une
augmentation égale a 2w x n. Le facteur 14+ P + Q, que nous désignerons par v,
est une fonction monotrope de u’; figurons-le par un point v dans un plan
(fig. 16), et marquons le point C qui correspond a v = 1; la distance Cv est
égale au module de P + Q, qui est moindre que I'unité. Quand la variable u’
décrit la circonférence r, le point v décrit une courbe fermée située dans le
cercle dont le point C est le centre et le rayon égal & I'unité, et par conséquent
largument de v reprend sa valeur primitive. Ainsi 'argument du polynéme
fla+ 2',b+ ') éprouve une augmentation égale a 2 X n; on en conclut que
ce polynéme admet n racines a l'intérieur du cercle r.

COROLLAIRE. — Si pour z = a la valeur u = b est racine simple, pour une
valeur de z voisine de a l’équation admettra une racine simple voisine de b et
une seule.

Définition d’une fonction algébrique.

29. Supposons que, pour z = zy, ug soit racine simple de l’équation
f(z,u) = 0; faisons mouvoir le point z sur une courbe; en un point z; voisin
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Fig. 16.

de zy ’équation admet une racine simple u; voisine de ug, et une seule; en
un point voisin de z; elle admet une racine simple u, voisine de u, et ainsi
de suite. La série des valeurs ug, u1, U9, ... forme une suite continue, que 1’on
regardera comme une fonction de z.

On peut continuer de cette maniére tant que la racine considérée u conserve
une valeur finie et reste racine simple, c¢’est-a-dire ne devient pas égale a une
autre. Les points ou une racine devient infinie sont les racines du coefficient
de la plus haute puissance de v dans 1’équation ; leur nombre est au plus égal
am’ —m, m désignant le degré de I’équation par rapport a u et m’ le degré
par rapport & z et u. On obtient les points ol ’équation admet des racines
finies égales entre elles en éliminant u entre les deux équations

of
f(Z’ u) ) au )
leur nombre est au plus égal a m’(m’ — 1). Telles sont les deux sortes de points

singuliers que nous rencontrerons dans I’étude des fonctions algébriques.

30. THEOREME IV. — Lorsque, par des déformations successives, on
peut amener la courbe A (fig. 17) qui va du point zo au point Z a la courbe B
qui unit les mémes points, sans franchir aucun point pour lequel la racine
considérée devient infinie ou €gale a une autre, ces deuxr courbes conduisent
en Z a la méme valeur de la fonction.

Supposons d’abord que les deux courbes A et B enveloppent une aire dans
laquelle il n’y ait aucun point singulier. Soit M le plus petit module de la
différence des racines prises deux a deux pour un point quelconque z de cette
aire. D’apres le théoreme précédent, on peut assigner un rayon p tel, que si z se
déplace dans un cercle de rayon p ayant pour centre un point quelconque de
I’aire, chacune des racines éprouvera une variation ayant un module moindre
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que —-- Imaginons que le centre du cercle p décrive une courbe G intermédiaire

entre A et B, I'enveloppe de ce cercle se composera de deux courbes C et C’
situées de part et d’autre de la courbe G (fig. 18). Cela posé, considérons une
courbe G’ voisine de G et située entre les deux courbes C et C’; marquons sur

Fig. 18.

Fig. 17.

-7

20

les deux courbes G et G’ deux systémes de points correspondants

20, 21, B2y e ey Z7
/ /
20, 21, Zoyo oy Z,

tels que l'aire zpz12]2p soit comprise dans le cercle décrit du point zy comme
centre avec le rayon p, que l'aire z; 2925272, soit comprise dans le cercle décrit
du point z; comme centre avec le méme rayon p, etc. Il suffirait pour cela de
prendre pour z, z; les points o le premier cercle coupe les courbes G et G/,
pour 2o, z5 les points ot le second cercle coupe G et G, etc. Nous partons de 2
avec la valeur initiale ug; les deux chemins 2921, 202} 21 conduisent en z; a des

valeurs qui différent chacune de ug d'une quantité moindre que 5 et qui, par

conséquent, différent entre elles d'une quantité moindre que M ; la différence
entre deux racines au point z; étant plus grande que M, on en conclut que ces
deux valeurs sont rigoureusement égales; ainsi les deux chemins zyz1, 202121
conduisent en z; a la méme valeur u;.

Considérons maintenant les deux chemins zgz;29, 20212422 ; on peut rem-
placer le second par zp2{ 21 + 21212529, en parcourant la traverse z;2] deux fois
dans des sens contraires ; la premiére partie zyz]z; donnant w; comme zgzy, ceci
revient a partir du point z; avec la valeur initiale u; et & décrire les deux che-
mins zi 2y, 21212425 ; ces deux chemins, étant compris dans le cercle de rayon p
décrit du point z; comme centre, conduisent en zo a la méme valeur uo, et ainsi
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de suite. On en conclut que les deux lignes G et G’ conduisent en 7 a la méme
valeur U. Par une série de lignes intermédiaires, on passera de la courbe A &
la courbe B.

Fig. 19.

20

Supposons qu’entre les deux courbes A et B il y ait un point singulier a
(fig. 19), ou I'équation admette une racine infinie ou une racine multiple b,
mais telle que, lorsque la courbe A en se déformant passe par ce point, la
fonction u conserve une valeur finie ou reste racine simple, et par conséquent
différe de la racine multiple b. Ce point a se comportera, dans la question
actuelle, comme un point ordinaire; en effet, les courbes A et B peuvent étre
remplacées par les lignes zomnpZ, zomn'pZ, formées de deux parties communes
et des deux moitiés d’un cercle trés-petit ayant pour centre le point a ; sur ces
deux nouveaux chemins, on parcourt d’abord la partie zym avec la méme va-
leur initiale wug, ce qui conduit en m a la méme valeur u;, qui, par hypothése,
est finie ou différe de la racine multiple b d’'une quantité finie; les deux demi-
circonférences conduisent en p a la méme valeur us ; car si les valeurs obtenues
étaient différentes, elles différeraient peu 'une de 'autre et différeraient de b
de quantités finies; mais, dans le voisinage du point a, les racines peu diffé-
rentes I'une de I'autre sont celles qui différent trés-peu de b. Enfin, la derniére
partie pZ conduira en Z a la méme valeur de la fonction.

31. THEOREME V. — Une fonction algébrique est holomorphe dans toute
partie du plan limitée par une courbe A que l’on peut réduire a un point, sans
franchir aucun point ou la racine considérée devienne infinie ou égale a une
autre.
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Prenons sur la courbe un point Z (fig. 20) voisin du point 2 ; la courbe zgAZ
peut étre ramenée, par hypothése, a la ligne infiniment petite zyZ, sans franchir

Fig. 20.

Z

20

aucun point singulier ou la racine considérée devienne infinie ou égale a une
autre ; il en résulte que, si la variable z décrit la courbe zgAZ, la fonction, dont
la valeur initiale est ug, acquiert en Z la méme valeur que si la variable avait
décrit la ligne infiniment petite zyZ; la courbe fermée A raméne donc en z,
la valeur initiale uy. Supposons maintenant que la variable aille du point z,
a un point quelconque z situé dans la partie du plan considérée par deux
chemins zgmz, zgnz situés dans cette partie du plan; la courbe fermée zgAz
pouvant étre réduite a la courbe fermée zgmznzgy, sans franchir aucun point
singulier, celle-ci raménera, comme la premiére, la valeur initiale ug; on en
conclut (n° 11) que les deux chemins zgmz, zgnz conduisent en z a la méme
valeur de la fonction. Ainsi la fonction u a une valeur unique en chacun des
points situés dans la partie du plan limitée par la courbe A ; ¢’est une fonction
monotrope dans cette partie du plan.

La fonction étant continue, & un accroissement infiniment petit Az de la
variable correspond un accroissement infiniment petit Au de la fonction, et
I'on a

1
(f;-Az—i—f;-Au)—i—é(f;’Q-A22—|—2f;’u-AzAu—l—f;'2 AU A+

I
=

Si I'on pose Au = vAz et si 'on divise tous les termes par Az, cette équation
devient

1
(f;+vf;)+§Az(f;’2+2vf;;+u2f;’2)+... = 0.

Puisque u est racine simple de I'équation f(z,u) = 0, la quantité f, est dif-

férente de zéro. Pour Az = 0, I’équation précédente a une racine simple finie
/

A = —==. D’aprés le théoréme de la continuité, a une valeur trés-petite de Az

f
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correspond une valeur de v trés-voisine de A, et une seule; on en conclut que
Au

le rapport N tend vers une limite finie et déterminée A, quand 'accroisse-
z

ment Az attribué a la variable tend vers zéro d’une maniére quelconque, et
par conséquent que la fonction admet une dérivée. Il résulte de ce qui précede
que, dans l'aire A, la fonction algébrique est continue, monotrope, et admet
une dérivée ; c’est donc une fonction holomorphe dans cette étendue.

Loi de la permutation des racines autour des points critiques.

32. Supposons qu’au point a ’équation admette une racine b d’ordre n ;
en un point z;, voisin de a, elle aura n racines voisines de b. Désignons ces
racines par

Uy, U, U3y..., Up.

Si la variable z part de zp, la fonction ayant la valeur initiale u;, et décrit
un petit cercle autour du point a dans le sens positif, la fonction reprend
sa valeur primitive u;, ou bien, comme sa variation ne peut étre que trés-
petite, elle se change en une autre des n racines précédentes, par exemple
en uo. Dans le premier cas, la racine uq, se reproduisant elle-méme, est une
fonction monotrope de z dans le voisinage du point a. Dans le second cas, si
I’on décrit le cercle une seconde fois avec la valeur initiale uy obtenue aprés le
premier tour, il est impossible que 'on retrouve us, car le mouvement inverse
ramenerait u; ; on arrivera donc a wuy, ou a une nouvelle racine uz. Dans le
premier cas, les deux racines u; et us se permutent quand la variable z tourne
autour du point a. Dans le second cas, si ’on décrit le cercle une troisiéme fois
avec la valeur initiale us obtenue apreés le second tour, il est impossible que ’'on
retrouve uz ou us, car le mouvement inverse rameénerait us ou uq ; on arrivera
donc & uy ou & une nouvelle racine uy. Dans le premier cas, les trois racines
Uy, g, ug forment ce qu’on appelle un systeme circulaire, ce qui veut dire que,
si 'on place les trois quantités sur un cercle, chacune d’elles se change en la
suivante, quand z tourne autour du point a. Supposons qu’en continuant de
cette maniére on arrive a la derniére racine u,, ; en décrivant le cercle encore
une fois, on reviendrait nécessairement & la premiére racine uq, et les n racines
voisines de b formeraient un seul systéme circulaire. Ainsi :

THEOREME VI. — Lorsqu’au point a [’équation admet une racine b
d’ordre n, les n racines voisines de b pour une valeur de z wvoisine de a
forment un ou plusieurs systémes circulaires.
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Maniére d’obtenir les systémes circulaires.

33. Sil'on pose z =a+ 2', u=0b+ u, 'équation prend la forme
(1) flat+ 2 bru) =3 Agpu2” =0;

le premier membre est une somme de termes contenant les deux variables infi-
niment petites 2’ et «’ & des puissances entiéres, ou une seule d’entre elles. Il y
aura un terme au moins indépendant de u’ et un terme au moins indépendant
de 2/, sans quoi le premier membre de ’équation serait divisible par une puis-
sance de v’ ou par une puissance de 2. Parmi les termes indépendants de 2/,
celui qui contient u’ au degré le moins élevé est du degré n, puisque I’équation
admet n racines égales a zéro pour z' = 0. Considérons d’abord le cas parti-
culier ot, parmi les termes indépendants de ¢/, il y en a un contenant 2’ a la
premiére puissance ; en groupant les deux termes dont nous venons de parler,
on mettra I’équation sous la forme

(2) (A2 + Bu™) + ¢(2,u) = 0,

tous les termes du polynéme o (2’, v') étant infiniment petits par rapport a 'un
ou & 'autre des deux premiers. Si ’on pose

les deux premiers termes contiendront z”" en facteur, et chacun des termes
suivants une puissance de z” supérieure a n; on pourra donc diviser par 2"
tous les termes de 1’équation, qui deviendra

(3) (A+Bo") + 2"(2",v) =0,

P (2”,v) étant un polynéme entier en z” et v.
Pour z” = 0, I’équation (3) se réduit a 1’équation bindéme

A
(4) A+Bv"=0, ou v”:—E;

elle admet n racines simples, finies et différentes de zéro. Désignons par
V1, Vo, ..., Un,

ces racines, rangées dans un ordre tel, que leurs arguments forment une pro-

. L . T . .

gression arithmétique ayant pour raison —. D’aprés le théoréme de la conti-
n

nuité, pour une valeur trés-petite de z”, I’équation (3) admet n racines simples
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respectivement voisines des précédentes, et chacune d’elles est une fonction
holomorphe de z” dans le voisinage de z” = 0; nous les représenterons par

U1+€17 U2+€2,..., Un+€n,

€1,€9,...,&, ¢tant des quantités trés-petites qui s’évanouissent avec z”. On
obtient ainsi les n racines de I’équation (1) voisines de zéro

1 1 1
!/ 1= / 1= / 1=
uy = (v +e1)2'n, up=(va+e9)2'n, ..., u,=(v,+¢,)2'n,
1
N I— 19
en donnant a z'» I'une quelconque de ses n valeurs.

Chacune de ces racines se compose de deux parties, une partie infiniment

1
petite de 'ordre — et une autre d’ordre supérieur. La loi de permutation des
n

valeurs approchées
s "+ s
vz n, Vg m,..., UpZn

est évidente : lorsque z décrit un petit cercle autour du point a, 'argument
L 2m . . R
de z'n augmente de —, ce qui revient a remplacer vy par ve, vy par vs,... ,
n
v, par vy ; les n valeurs approchées forment donc un systéme circulaire.
Les valeurs exactes jouissent de la méme propriété. En effet, la valeur ap-

) .\ . s
prochée de la premiére racine devenant v,z n, la valeur exacte prend la forme

(vg + €4)2"'n ; il est impossible qu’elle soit égale & une racine autre que la se-
conde, car si I'on avait, par exemple,

1 1
(v +€))2'n = (v3 +e3)2'n,

on en déduirait

/
Vo — V3 = €3 — &y,

et la quantité infiniment petite e5 — ) serait égale a la quantité finie vy — vs;
on a donc €] = &9, et la racine u} se change en u},. De méme u), se change
en uh, wh en uy,..., u, en uj.

Remarquons que la formule u = vz'%, dans laquelle v désigne 'une quel-
conque des racines de I’équation (3), représente le systéme circulaire des n ra-
cines de 'équation (2), quand on fait tourner la variable z autour du point a.

34. Considérons maintenant le cas ou, dans I’équation (1), le premier
terme indépendant de u’ contient 2z’ & une puissance [ supérieure a la premiére.
Nous établirons d’abord le théoréme suivant :
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THEOREME VII. — Le groupe des n racines voisines de zéro se décompose
en sous-groupes tels, que le rapport de chacune des racines d’un méme sous-
groupe a une méme puissance commensurable de 2z’ ait une limite déterminée,
finie et différente de zéro.

Pour démontrer ce théoréme, nous suivrons la méthode ingénieuse qui a
été employée par M. Puiseux dans son remarquable Mémoire sur les fonctions
algébriques (Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XV ; 1850). Tra-
gons dans un plan deux axes rectangulaires Oa, OF (fig. 21), et marquons les

Fig. 21.
g
l
\ R
0 no a

points qui ont pour coordonnées les exposants a et 3 dans les différents termes
de I’équation

(1) Z Apu®2"” =

Aux termes indépendants de 2’ correspondent des points situés sur 'axe O« ;
le premier d’entre eux a une abscisse égale & n. Aux termes indépendants
de u’ correspondent des points situés sur 'axe O ; le premier d’entre eux a
une ordonnée égale a [. Concevons une droite mobile appliquée d’abord sur
I’axe O« ; faisons-la tourner autour du point n de gauche a droite, jusqu’a
ce qu’elle rencontre un ou plusieurs autres points; faisons-la tourner ensuite
autour du dernier de ces points, toujours dans le méme sens, jusqu’a ce qu’elle
rencontre un ou plusieurs autres points; en continuant de la sorte, la droite
arrivera a une derniére position ot elle passera par le point [, situé sur 'axe Of.
Nous formerons ainsi une ligne brisée convexe allant du point n au point [, et
telle que la droite que I'on obtient en prolongeant chacun de ses cotés laisse
au-dessus d’elle tous les autres points. Nous verrons que chacun des cotés de
cette ligne convexe donne un sous-groupe de racines jouissant de la propriété
énoncée.
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Posons v/ = vz’*, v étant une quantité finie qui ne s’annule pas avec 2’; le
degré du terme A,gu'*z"® par rapport a 2’ est ap+ 3. Nous remarquons que la
droite y — f = —pu(z — «), menée par le point («, 3) et ayant pour coefficient
angulaire — i, coupe 'axe O en un point dont 'ordonnée au + 3 est égale au
degré du terme; il en résulte que les termes de méme degré sont en ligne droite
et que la droite s’éloigne de l'origine parallélement a elle-méme, & mesure que
le degré du terme augmente.

Considérons d’abord le premier coté de la ligne convexe, celui qui part
du point (o« = n, § = 0); sur ce coté se trouvent plusieurs points auxquels
correspondent des termes de méme degré

Au™ + Z A pu2P + Ay, pu' 2By,

que nous supposerons ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de u’;
nous désignerons ici par Aaﬁu’o‘z’ﬁ un terme quelconque intermédiaire de ce
premier groupe. Ces termes étant du méme degré, on a

ni = op+ 8= aip+ B,

d’ou
15 B

M= = ;
n—a n—ao

. q N
ainsi l'exposant p est un nombre commensurable =. Posons 2/ = 2P, d’ou
p
u' = vz, les termes du premier groupe seront du degré

ng = aq+ Bp = anq + Bip

par rapport a z” et les autres termes d’un degré plus élevé. On pourra donc
diviser par 2" tous les termes de I’équation (1), qui deviendra ainsi

(Av™ + Z Angv® + A5, 0™ + 2"0(v,2") =0
ou
(5) v (AT + Z Aapv®™ M 4+ Ayyp) + 2 p(v, 2") =0,
(v, 2") étant un polyndme entier en v et 2”. L’équation
(6) Ay 4 Z Appv®™ ™ + AL =0

admettant n — «; racines finies et différentes de zéro, on en conclut que, pour
une valeur trés-petite de 2", 'équation (5) admet n — «; racines voisines res-
pectivement des précédentes, ce qui donne pour ’équation (1) un premier
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q
sous-groupe de n — «ay racines de la forme vz/P, et telles que le rapport de

q
.1t .. . crs .
chacune d’elles a z » tend vers une limite finie et différente de zéro.
Considérons maintenant le second coté de la ligne convexe; il donne une
nouvelle maniére de constituer un groupe de termes

A gt/ 2" + Z A2 + Ayyp,u22"™
d’un degré moindre que tous les autres. on a
ot + By = ap+ B = asp + o,
d’ou

BB _ BB

a—o;  ap— oo

I

q ..
I’exposant o est encore un nombre commensurable —, mais il a une valeur plus

grande que la précédente, puisque, & mesure que le c6té tourne dans le sens
indiqué, la valeur de p augmente. On posera, comme précédemment, 2’ = 2”7,
d’ott u/ = vz ; tous les termes de 1’équation seront divisibles par z”/®19+51P et
I’équation se réduira a

(7) v (Aalﬁlval_a2 + Z Aaﬁva_QQ + Aa2ﬂ2> + ZHQO(% Z”) = 0.
L’équation
(8) Aalﬁl vtz 4 Z Aaﬁvaiog + AOQﬁz =0

admettant a; — ao racines finies et différentes de zéro, on en conclut que,

pour une valeur trés-petite de 2", 'équation (7) admet o — a5 racines voisines

respectivement des précédentes, ce qui donne pour ’équation (1) un second
q

sous-groupe de a1 — s racines de la forme vzli_’, et telles, que le rapport

q
de chacune d’elles & 2P tend vers une limite finie et différente de zéro. On
continuera de cette maniére jusqu’au dernier c6té qui fournira un sous-groupe
de ay, — 0 racines.
Puisque
(n—ay)+ (a1 —ag)+... + (ap — 0) =n,

on a ainsi les n racines de I’équation (1) voisines de zéro.

35. THEOREME VIII. — Chaque sous-groupe se décompose en systémes
circulaires.
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Considérons, par exemple, le premier sous-groupe ; on a

6 B _4q.

n—a mn—a P

M:

la fraction — étant supposée irréductible, les dénominateurs n — a;, n — oy sont
p

des multiples de p que nous désignerons par kp et kip; I'équation (6) devient
(9) AvkP Z Aaﬁv(kl_k)p + Ay =0;

si 'on pose vP = A, cette équation se réduit a

(10) AN LD A\ TR £ A g = 0.

A une racine simple de I’équation (10) correspondent p racines simples de
I'équation (9), fournies par I’équation bindme v? = X; ces racines

V1, U2,..., Up

ont méme module, et nous les supposerons rangées dans un ordre tel que

. . . . : 2qm
leurs arguments soient en progression arithmétique ayant pour raison —.

L’équation (5) admet p racines simples respectivement voisines des précédentes
U1 +€1, V2+Ea,..., Up+€p,

et chacune d’elles est une fonction holomorphe de z” dans le voisinage de
2" = 0. L’équation (1) admet ainsi les p racines

q 4

4
uy = (v +e)2p, uy=(vy+ex)2P,. .., u, = (v, +e,)2P.

Les valeurs approchées

4 /4

q
VIZP, Uz P,..., UpzP

forment un systéme circulaire; car, lorsque la variable z tourne autour du

2qm

q
. 1= q . . N
point a, 'argument de z P augmente de 7 ; ceci revient a remplacer vy par vs,

Ug par vs,. .. , v, par v1. On verra, comme précédemment (n° 33), que les valeurs

exactes jouissent de la méme propriété. Ce systéme circulaire de p racines de
q

Péquation (1) peut étre représenté par la formule o/ = vz'7, v ¢tant Pune
quelconque de celles des racines de ’équation (5) qui, pour 2’ = 0, se réduisent
a une racine de I’équation binéme v? = A, et étant une fonction holomorphe
de 2".

Ainsi chacune des racines simples de I’équation (10) donne un systéme
circulaire de p racines.
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36. Supposons maintenant que I’équation (10) ait une racine multiple A
d’ordre n'; chacune des racines vy, vs,... ,v, de I'équation bindéme v = A
: ) ! ' 4 : . A 3 1"

sera une racine d’ordre n’ de I’équation (9); pour une valeur trés-petite de 2",
I'équation (5) admet n’ racines voisines de vy, n’ voisines de vy,. .. , n’ voisines

de v,. On en conclut que I'équation (1) admet n’ racines ayant la méme valeur
. ;4 , R . 4
approchée vz P, n’ autres ayant la méme valeur approchée voz P, etc. Les

q

2 . , , 1=
valeurs approchées de ces pn’ racines sont représentées par la formule vz 7, la
variable z’ tournant autour du point a; il en résulte que leurs valeurs exactes

q
pourront étre représentées par la formule v’ = (vy +0’ )z’P, dans laquelle v’ est
une quantité infiniment petite. Ceci revient a remplacer v par v; + v’ dans
I’équation (5), qui prend alors la forme

(11) > AL =0,

On lui appliquera la méme méthode qu’a 'équation (1) ; les termes indépen-
dants de 2" proviennent des termes indépendants de z” dans l'équation (5);
vy étant racine d’ordre n’ de la parenthése, le premier terme sera A’v" ; pour
une valeur trés-petite de z”, I’équation (11) admettra donc n’ racines trés-
petites. Si les équations analogues & I’équation (10) n’admettent que des ra-

cines simples, ces n’ racines se disposeront en systémes circulaires de p’ racines,
ql
2 P "= , .
représentés chacun par une formule telle que v' = wz ?, w étant une fonction
1

1 1
holomorphe de z” = 27 = 2'w ne s’annulant pas pour 2" = 0.
L’équation (1) admettra donc la solution

. VA N /4 i
u = vy t+wzr |zr =0vzP +wz P,

¢1 désignant le nombre entier ¢’ 4+ gp’ premier avec p’. Il est aisé de voir que
cette formule donne un systéme circulaire de pp’ racines ; il suffit pour cela de
considérer la valeur approchée
/L L
V1Z P + w2z PP
wy étant la valeur de w pour z” = 0. Faisons tourner la variable z autour
du point a; aprés p tours, le premier terme se reproduit, mais 'argument du

m .. - s . . s .
; ainsi les p premiéres racines différent par le premier

second augmente de

terme ; ensuite, de p en p, elles différent par le second terme. Aprés pp’ tours,
la fonction w reprend sa valeur primitive, et I’on retrouve les mémes racines
dans le méme ordre. On peut représenter ce systéme circulaire de pp’ racines

par la formule
'
U = vz
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1
v étant une fonction holomorphe de 2 = 2'#’ ne s’annulant pas pour z” = 0.

On continuera 'application de cette méthode jusqu’a ce qu’on ait des ex-
pressions approchées distinctes pour les n valeurs infiniment petites de .
Cela arrivera nécessairement. Nous avons vu, en effet, que ces n racines se
partagent généralement en plusieurs sous-groupes qui correspondent aux dif-
férents cotés d’une ligne brisée convexe; les kip racines d’un sous-groupe se
raménent a I’équation (9) et, plus simplement, a I'équation (10) du degré k;.
Une racine de cette équation est d’un ordre n’ de multiplicité inférieur ou égal
a ki et par conséquent & kip, et par suite inférieur & n; ainsi le nombre n’
des racines infiniment petites de I’équation (11), a laquelle on arrive aprés la
premiére opération, est inférieur au nombre n des racines infiniment petites
de I’équation (1). Apreés la seconde opération, le nombre n' sera remplacé par
un nombre n” encore plus petit; en continuant de cette maniére, on arrivera
a une équation n’ayant qu’une racine infiniment petite, et la séparation des
racines en systémes circulaires sera effectuée.

Pour que la séparation ne s’effectuat pas, il faudrait que, a partir d’un
certain rang, toutes les équations successives auxquelles on est conduit eussent
le méme nombre de racines infiniment petites. Afin de simplifier les notations,
supposons que ceci ait lieu dés la premiére opération ; pour que n’ = n, il faut
que k1 = n, et, par suite, p = 1, a; = 0, 1 = [ = ng; la ligne convexe se réduit
a une seule droite ; '’équation (10), qui est alors identique a I’équation (9) et du
degré n, devant admettre une racine d’ordre n, est de la forme A(v —vy)" = 0.
On a posé v’ = v2'?; I’équation (5) devient

A(v—vo)" + Z'p(v,2") = 0.

En posant ensuite v = vy + v/, on arrive a I'équation (11), dans laquelle le
premier terme indépendant de 2’ est Av™. Si cette équation présente les mémes
caractéres, on effectuera la seconde opération en posant v’ = wz’ 9/7 w = wo+w,
et ainsi de suite. De cette maniére, les n racines infiniment petites auraient la
méme valeur approchée

’ 1 / /
W =092 + wed T 4.

elles ne différeraient donc entre elles que d’une quantité infiniment petite d’un
ordre aussi élevé qu’on voudrait ; ce qui est impossible, si I’équation proposée
est irréductible et par conséquent n’admet pas de racines égales pour toutes
les valeurs de z.

Concevons, en effet, que I'on ait formé I’équation aux différences des racines
de I'équation proposée deux a deux; cette équation admet n(n — 1) racines
infiniment petites dans le voisinage du point z = a. D’apres le théoréme VII,
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a l'aide d’une ligne brisée convexe, on peut partager ce groupe de racines en
sous-groupes de racines d’'un méme ordre fini et commensurable par rapport
a 2’ ; Vordre le plus élevé correspond au dernier coté de la ligne brisée, celui qui
contient le premier terme en 2’ seul. Ainsi la différence de deux racines est une
quantité infiniment petite dont I'ordre ne peut dépasser une limite déterminée.

Péles d’une fonction algébrique.

37. Soit
(12) Zou™ +Ziu™ 4+ .. +Zy=0

I’équation proposée, ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de u.
Quand la variable z tend vers un point a, racine du polynéme Zg, une ou
plusieurs valeurs de u deviennent infinies; pour avoir ces valeurs, on posera

1
z=a+2',u= —, et 'on cherchera les racines infiniment petites de I’équation
u

Zo+ 7w +... +Z,u™ =0,

qui est de la forme

(13) > Agpu” =

Quand, pour z/ = 0, I’équation (13) n’a qu’'une racine nulle, elle admet
dans le voisinage du point a une racine trés-petite, qui est une fonction ho-
lomorphe de z; le point a est, dans ce cas, un péle. Mais si, pour 2’ = 0, la
racine v’ = 0 est multiple et d’ordre n, le point a sera un point critique. On
appliquera a I’équation (13) la méthode indiquée précédemment ; les n racines
infiniment petites formeront un ou plusgeurs systémes circulaires, dont chacun

4 4 /= , .
sera représenté par la formule v’ = vz P, v étant une fonction holomorphe de

1= . <

2" = 2P qui ne s’annule pas avec z”; chacun d’eux donne un systéme de p va-
1,4 _4

leurs infiniment grandes de u, représentées par la formule u = —2 » =wz P,
v

w étant une fonction holomorphe de z”, ne s’annulant pas avec z”. Le nombre

/

des poles et des points critiques ot des racines deviennent infinies est au plus
égal au degré de Zg, c’est-a-dire a m’ — m.
Enfin, pour étudier les racines quand la variable z est trés-grande, on pose

z = —, et 'on donne & 2’ des valeurs trés-petites ; 'équation proposée se trans-
z

forme en une équation algébrique entre 2z’ et u; on lui appliquera la méthode
précédente ; le point 2/ = 0 dans le plan sur lequel on figure la nouvelle va-
riable 2’| et par conséquent le point O’ sur la sphére, sera un point ordinaire,
ou un pole, ou un point critique.
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Nous avons appelé, d'une maniére générale, points singuliers les valeurs
de la variable ou la fonction cesse d’étre holomorphe. Dans 1’étude des fonc-
tions algébriques, pour toutes les valeurs finies ou infinies de la variable z, en
d’autres termes sur toute la sphére, nous n’avons rencontré que deux sortes
de points singuliers : 1° des poles, c’est-a-dire des points ot une branche de
la fonction u devient infinie, de maniére toutefois que la branche correspon-

1
dante de la fonction — reste holomorphe dans le voisinage de ce point; 2° des
u

points critiques tels que, dans le voisinage de chacun d’eux, une branche de
I'une des fonctions u ou — acquiére un nombre fini de valeurs différentes qui
u

se permutent les unes dans les autres quand la variable tourne autour de ce
point, et qui deviennent égales en ce point. Nous appellerons dorénavant points
critiques algébriques les points critiques qui présentent ce caractére, et nous
comprendrons sous la dénomination de points singuliers algébriques les poles
et les points critiques algébriques. Il résulte de la discussion précédente que le
nombre des points singuliers d’une fonction algébrique sur toute la sphére est
fini. Nous rencontrerons plus tard, dans I’étude des fonctions transcendantes,
des points singuliers d’une autre espéce.

Systeme de lacets fondamentauz.

38. Nous pouvons maintenant compléter la définition des fonctions algé-
briques. Soit f(z,u) = 0 une équation irréductible dont le premier membre est
un polynoéme entier en z et u, du degré m par rapport a u; concevons que la
variable z parte d’un point fixe zy, qui ne soit ni un point critique, ni un pole,
et adoptons pour valeur initiale de la fonction une racine correspondante ug.
Marquons dans le plan les points critiques aq, as, as, . . . . Imaginons des courbes
fermées qui ne se coupent pas et qui, partant du point zy, enveloppent chacune
un point critique. Pour préciser, nous formerons ces courbes, auxquelles nous
donnerons le nom de lacets, de lignes droites allant de 'origine z; & des points
trés-voisins des points critiques, et de cercles infiniment petits décrits autour de
ces points. Ainsi, quand la variable z parcourt le premier lacet, elle va d’abord
de 2o (fig. 22) & un point z; trés-voisin du point critique aq ; elle tourne ensuite
autour du point a; puis revient en zy par le méme chemin z;zy. Il est évident
que tous les chemins qui vont de l'origine 2y & un point quelconque z du plan
se raménent & un chemin déterminé, par exemple a la droite zgz, ou a ce che-
min précédé d’un ou de plusieurs lacets, un méme lacet pouvant d’ailleurs étre
parcouru plusieurs fois. Ainsi, sur la figure, le chemin zggz se raméne au la-
cet (ap) décrit dans le sens positif et suivi de la droite 2z ; le chemin zyhz se
raméne aux deux lacets (az) et (az) décrits dans le sens négatif et suivis de la
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Fig. 22.

droite zpz. Si la droite zpz passait par un point singulier, on éviterait ce point
a l'aide d’'un demi-cercle trés-petit d’un c6té ou de 'autre.

Cela posé, concevons que la variable z parte du point zy, la fonction ayant
la valeur initiale ug, et décrive la droite zyzq, la fonction acquerra en z; une
certaine valeur. Supposons que cette racine appartienne a un systéme circulaire
de p racines se permutant autour du point critique a; quand la variable aura
décrit le petit cercle autour du point a dans le sens positif, on obtiendra en z;
une autre racine ; si I’on revient ensuite a zy par la droite z;2g, la fonction aura
en 2o une valeur u; différente de la premiére. Si I’'on décrit une seconde fois le
méme lacet avec la valeur uq, on retrouvera d’abord en z; la racine précédente ;
un second tour autour du point critique a dans le sens positif aménera une
nouvelle racine, et, en revenant au point zy, on aura une troisiéme valeur us,
et ainsi de suite. Quand le lacet aura été parcouru p fois successivement dans le
sens positif, on reviendra a la valeur initiale ug. De cette maniére, on peut dire
que le lacet (a) unit les p racines ug, ug, us, . .. , up—1. Pour plus de clarté, nous
regarderons ce lacet (a), relatif & un point critique d’ordre p, comme la réunion
de p lacets binaires unissant chacun deux racines, et nous les désignerons par

(@), (@)oo (@) (@),

en les supposant tous décrits dans le sens positif. Les mémes lacets, décrits en
sens négatif, seront

(_a)g—I’ (_a)g:i Tt (—CL)%, <_a)(1)'

Nous les avons écrits en ordre inverse, tels qu’ils se présentent quand on les
parcourt successivement. Si p = 2, on aura les deux lacets binaires positifs
(a)}, (@), conduisant, le premier de la racine ug a la racine uy, le second de u;
a ug. Le premier lacet négatif conduit aussi de u; a ug, le second de ug a uy.
Un lacet relatif a un autre point critique unira d’autres racines entre elles,
ou bien unira I'une des racines précédentes a d’autres racines, et ainsi de suite.
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Nous démontrerons plus tard (n® 135) que, si I’équation proposée f(z,u) =0
est irréductible, on peut, en partant du point zy avec la valeur initiale ug et
décrivant des lacets convenables, revenir & ce point avec I'une quelconque des
m racines de I’équation f(zp,u) = 0. Si ensuite on décrit la droite zpz avec
chacune de ces m valeurs, la fonction acquerra m valeurs différentes au point z,
savoir les m racines de I'équation f(z,u) = 0, dans laquelle 'inconnue est w.
De cette maniéere, I'équation algébrique définit une fonction polytrope qui a
m valeurs en chaque point.
£
f

est une fonction holomorphe de z, dans toute partie du plan ne comprenant

Chacune des branches de la fonction, admettant une dérivée u' =

aucun des poles ou des points critiques ot cette branche devient infinie ou se
permute avec d’autres.

39. Soient

Uo, Uy, Ugy .. Um—1

les m racines de I’équation pour z = zg; nous appellerons lacets fondamentaux
(CLEBSCH et GORDAN, Théorie des fonctions abéliennes) un systéme de m—1
lacets binaires permettant de passer de la racine ugy & toutes les autres. Voici
comment on procédera pour former ce systéme : aprés avoir décomposé les
lacets complexes en lacets simples, comme nous ’avons expliqué, on prendra
un lacet (a;) unissant la racine uy & une autre que l'on appellera u;, et 'on
exclura tous les autres lacets qui unissent ug et u;; parmi ceux qui restent,
on prendra un lacet (ay) unissant I'une des racines ug et u; & une autre que
I'on appellera usy, et 'on exclura tous les autres lacets qui unissent 1'une des
racines ug et uy a uy ; parmi ceux qui restent, on prendra un lacet (a3) unissant
I'une des racines ug, u1,us & une autre que l'on appellera ug, et 'on exclura
tous les autres lacets qui unissent 1'une des racines ug, ui, us & ug, et ainsi
de suite; enfin, on prendra un dernier lacet (a,,_1) unissant l'une des racines
Ug, U1, - - - , Upm_o & autre racine u,, 1. On obtient ainsi un systéme de m —
1 lacets binaires unissant la racine uy a toutes les autres; ce sera un systéme
de lacets fondamentaux.

Parmi les chemins formés de lacets fondamentaux et qui conduisent de la
racine ug a la racine u,, il en est un dont les lacets successifs donnent au
point zy des racines dont les indices vont en croissant ; supposons, en effet, que
I’on veuille revenir de la racine u,, a la racine uy par des indices décroissants ;
d’aprés la maniére méme dont on a choisi les lacets fondamentaux, la racine u,,
n’est unie qu’a une seule racine d’indice inférieur par un lacet fondamental ;
soit uy, cette racine; le dernier lacet sera (a,)}; de méme, la racine uy, n’est
unie qu’a une seule racine d’indice inférieur par un lacet fondamental; soit
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ug cette racine ; 'avant-dernier lacet sera (ah);‘ ; on continuera de cette maniere
jusqu’a ce qu’on arrive a la racine ug. On obtient ainsi un chemin formé de
lacets fondamentaux et ramenant de la racine u,, a la racine uy par une série
d’indices décroissants; ce chemin décrit dans ’autre sens conduit de ug a u,
par des indices croissants; nous le désignerons par (V)g.

Tous les autres chemins formés de lacets fondamentaux et conduisant de g
a u, peuvent se ramener a ce chemin particulier par des suppressions de lacets
parcourus chacun deux fois successivement dans des sens contraires. En effet,
supposons que dans un autre chemin l'indice passe par un maximum p, c’est-
a-dire par une valeur plus grande que la précédente et la suivante; puisque
la racine u, n’est unie qu’a une seule racine v d’indice inférieur par un lacet
fondamental, on arrivera a la racine u, par le lacet (a,)}; pour que l'indice

diminue ensuite, il est nécessaire que ’on parcoure le méme lacet en sens in-
k
p?
fois successivement dans des sens contraires, se réduit évidemment a un point

verse; la ligne fermée (a,)} + (a,)r, composée du méme lacet parcouru deux
et peut étre supprimée. Si, aprés cette suppression, l'indice passe encore par
un maximum p’, on aura la partie (apf)ﬁl, + (ap/)’;f, composée du méme lacet
parcouru deux fois successivement dans des sens contraires et que l'on pourra
supprimer. Aprés plusieurs suppressions de cette sorte, on arrivera au che-
min (V)g, qui conduit de la racine ug a la racine w, par une suite d’indices
croissants. Il en résulte que le chemin (V) est celui qui conduit de la racine ug
a la racine u,, par le moindre nombre de lacets fondamentaux.

Considérons les deux chemins (V)5 et (V)5 formés comme nous venons de
le dire et conduisant de la racine initiale uy aux deux racines u, et u,. Soit
g le plus grand indice commun aux deux séries d’indices croissants ; d’apreés ce
que nous avons dit, tous les indices précédents sont les mémes; les deux che-
mins commencent donc par une partie commune (V)g, puis ils se séparent et
continuent, I'un suivant (V)7, Pautre suivant (V), ces deux derniers chemins
n’ayant plus aucun lacet commun. Pour aller de la racine u, a la racine w,
par le moindre nombre de lacets fondamentaux, il faut rétrograder sur le che-
min (V)§ de u, & u,, puis s’avancer sur le chemin (V)j de u, & u,. Nous
représenterons ce chemin par (V)4 + (V)P la série des indices est formée d'une
partie décroissante, suivie d'une partie croissante. Tous les chemins formés
de lacets fondamentaux et conduisant de la racine u,, a la racine w, peuvent
étre ramenés a celui-la par des suppressions de lacets parcourus chacun deux
fois successivement dans des sens contraires ; car, lorsque 'indice passe par un
maximum p, le chemin contient une partie (a,); + (a,)% que 'on peut sup-
primer ; aprés plusieurs suppressions pareilles, on obtiendra une série ne pré-
sentant plus de maximum et formée par conséquent d’une partie décroissante
suivie d’une partie croissante, I'une des parties pouvant étre nulle ; on arrivera
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ainsi au chemin (V) + (V)b, considérée plus haut. D’aprés cela, en faisant
abstraction des lacets parcourus chacun deux fois dans des sens contraires, on
peut dire qu’il n’y a qu'un chemin formé de lacets fondamentaux et conduisant
d’une racine a une autre.

Remarquons que les p lacets binaires qui se rapportent a un systéme cir-
culaire de racines ne peuvent appartenir & un méme systéme de lacets fonda-

mentaux ; car en désignant ces lacets décrits dans le sens positif par

(@)ag:  (@)at -y (a)arss,  (a)ay ),

on voit que les p—1 premiers lacets unissent la racine u,, aux autres racines du
systéme circulaire ; le dernier lacet, unissant la derniére racine a la premiére,
doit étre exclu. Si I'on exclut ainsi I'un des lacets de chaque systéme circulaire,
le nombre des lacets binaires effectifs dans toute I’étendue du plan est ) " (p—1) ;
ce nombre est égal ou supérieur a m — 1.

Fig. 23.

Quand on représente la variation de z par le mouvement d’un point sur
la sphére, si le point O’ est lui-méme un point critique, on peut joindre aux
lacets précédents le lacet qui sur la sphére part du point zy et enveloppe le
point O’. Mais les nouveaux lacets binaires introduits de la sorte se raménent &
ceux qui correspondent aux valeurs finies de z. Nous pouvons, en effet, conce-
voir le lacet O’ comme formé d’un arc de grand cercle et d’'une circonférence
trés-petite décrite autour du point O’; & ce lacet correspond dans le plan un
circuit formé d’une droite zol (fig. 23), d’une circonférence d’un trés-grand
rayon ayant pour centre le point O, et de la droite [zy parcourue en sens in-
verse ; ce circuit enveloppe tous les points critiques du plan, et il se raméne a
la suite des lacets (ay), (a2), (as), ..., parcourus dans un ordre déterminé. On
peut donc remplacer chaque lacet binaire (O')? par la suite des lacets binaires
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(a1), (a2), (as),..., qui entrent d’'une maniére effective dans le circuit corres-
pondant, c’est-a-dire dans le circuit parcouru avec la racine u, prise comme
valeur initiale ; seulement nous rappelons que le circuit est décrit dans le sens
positif, lorsque le lacet (O') est décrit dans le sens négatif pour un observateur
placé en O (n° 17).






CHAPITRE III.

EXEMPLES DE FONCTIONS ALGEBRIQUES.

40. FEzxemple I. — Considérons I'équation
u® — 3u+ 22 = 0.

Il y a deux points critiques a et b situés sur 'axe Oz (fig. 24), 'un z = 1, pour
lequel I'équation admet la racine double u = 1 et la racine simple u = —2;
Iautre z = —1, pour lequel ’équation admet la racine double © = —1 et la
racine simple u = 2. Les trois racines de 1’équation sont réelles pour toute

Fig. 24.

VY
N \_/

b —

valeur réelle de z telle que 'on ait z? < 1, c’est-a-dire en tous les points de la
droite finie ab. Pour voir comment se comportent autour du point critique a
les deux racines voisines de I'unité, nous poserons

2=14+72, u=1+4;

I’équation devient
(22" + 3u”) + u® = 0;

les deux valeurs infiniment petites de ', dont les valeurs approchées sont

se permutent quand z tourne autour du point critique a (33); en z, les deux
valeurs de u étant réelles et voisines de I'unité, sont positives. Quand on change
le signe de z, les trois valeurs de u changent de signe; il en résulte que deux
racines se permutent aussi autour du point b, et que ces deux racines ont en zo
des valeurs réelles et négatives, voisines de —1.

Nous prendrons comme origine des lacets le point z = 0. Pour z = 0,
les trois racines de 1'équation sont uy = 0, u1 = V3, us = —+/3. Lorsque
la variable z décrit la droite Oz, la fonction ayant la valeur initiale ug = 0,
I’équation

—u(3 —u?) +22=0
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montre que u conserve une valeur positive et par conséquent acquiert en z; une
valeur voisine de 1; quand la variable tourne ensuite autour du point a, cette
racine se change en une autre racine positive, voisine de 1; la variable revenant
de z; a O, cette nouvelle racine, différente de la premiére, reste positive et par
conséquent acquiert au point O la valeur u; = /3. Ainsi le lacet (a) unit les
deux racines ug et u;. De méme le lacet (b) unit les deux racines wug et us. Les

deux lacets binaires (a)g, (b)Z forment un systéme de lacets fondamentaux.

—~

Si 'on pose z =

N\lH

, u= —, l'équation devient
u

(2 + 2u”) — 32'u"” = 0;

pour les valeurs infiniment petites de z’, les trois valeurs de u’ sont infiniment
petites et ont pour valeurs approchées

u =y %z’ﬁ;
elles se permutent circulairement, quand la variable tourne autour du point
z' = 0. Ainsi, sur la sphére, le point O’ est un nouveau point critique ; le lacet,
qui part de l'origine O et enveloppe le point O, unit les trois racines ug, u, us.
Pour voir dans quel ordre s’effectue la permutation, considérons le circuit qui
sur le plan correspond au lacet (O') et supposons que le rayon du circuit ait un
argument compris entre 7 et 27 ; le circuit, décrit dans le sens positif, peut étre
remplacé par la suite des deux lacets (a) et (b). Si 'on part du point O avec
la valeur initiale ug, le lacet (a) changeant ug en u; et le lacet (b) étant neutre
par rapport a cette racine, on revient en O avec la racine u;. En décrivant
le circuit une seconde fois, comme le lacet (a) change u; en ug et ensuite le
lacet (0') ug en ug, on revient en O avec la racine usg ; en décrivant le circuit une
troisiéme fois, on rameéne la valeur initiale ug. Nous avons ainsi les trois lacets
binaires (0'), (0')3, (0')3, décrits dans le sens qui correspond au mouvement
positif sur le circuit. On pourrait former un systéme de lacets fondamentaux

avec les deux lacets (O), (0)%, ou avec les deux lacets (a)d, (0')3.

41. FEzemple II. — Considérons 1’équation
u® —3u? + 25 =0.

Pour z = 0, I'’équation admet la racine simple u = 3 et deux racines égales
a zéro. Afin de voir comment se comportent ces deux derniéres racines dans le
voisinage du point z = 0, on posera u = vz ; '’équation devient

302 —1— 0322 =0;
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les deux valeurs finies de v sont monotropes dans le voisinage du point z = 0
et ont pour valeurs approchées

1
v=+t—;
V3
les deux valeurs infiniment petites de v sont donc monotropes dans ce voisinage
et ont pour valeurs approchées

Ainsi le point z = 0 est neutre, relativement aux deux racines qui deviennent
égales en ce point. Nous désignerons les trois racines par ug, u1, us, €t nous les
distinguerons par leurs valeurs approchées

23 23

ﬁ’ Ug = _ﬁ

Pour chacune des six valeurs de z satisfaisant a ’équation 2® = 4, ’équation

ug =3, U =

admet une racine simple © = —1 et une racine double u = 2. Si I'on appelle z;
I'une de ces valeurs de z, et si 'on pose z = z; + 2/, u = 2 + u/, I’équation
devient

3+ 6207 +... =0;

les deux valeurs infiniment petites de u/, dont les valeurs approchées sont

se permutent, quand on tourne autour du point critique. Il y a donc six points
critiques ag, ay, ag, ag, aq, as (fig. 25), situés aux sommets d’un hexagone ré-
gulier dont le centre est 1'origine. Imaginons ces points joints a ’origine par
des lacets formés chacun d’un rayon et d’un petit cercle. Sur chaque rayon, les
trois racines sont réelles, deux positives, une négative ; chacune d’elles d’ailleurs
conserve son signe ; sur les rayons Oag, Oas, Oay, la racine u; est positive, la
racine up négative ; sur les rayons Oaq, Oas, Oas, au contraire, la racine u; est
négative, la racine u, positive. Quand on arrive prés du point critique, les deux
racines positives acquiérent des valeurs voisines de 2 et se permutent 1’'une dans
I'autre. On en conclut que chacun des lacets (ag), (as), (a4) unit les deux racines
up et uy, et que chacun des lacets (a1), (as), (as) unit les deux racines ug et us.
Les deux lacets (ag)}, (a1)2 forment un systéme de lacets fondamentaux.

SiT'on pose z = —, u = —, I'équation devient
z u

u? 4+ 2% — 324 = 0.
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Fig. 25.
a2 a1

a (+) ()

Qayq as

Pour 2z’ = 0, les trois valeurs de u’ sont égales & zéro. En posant v’ = vz, on a
v +1-32"v=0;

chacune des valeurs de v est holomorphe dans le voisinage du point z’ = 0.
Ainsi, sur la sphére, le point O" est pole pour chacune des valeurs de .

42. FExemple I1I. — L’équation
u? — 3u+222(2 - 2%) =0
admet des racines égales pour les valeurs de z qui satisfont a I’équation
(22 = 1)%(z* =222 - 1) = 0.

Pour z = +1, la racine double est w = 1; si l'on pose z = £1 + 2/, u =1+ u/,
I’équation devient

(3u? — 82"%) + u® ¥ 827 — 22/ = 0;

les deux valeurs infiniment petites de u’ restent monotropes dans le voisinage
du point z =1 ou 2z = —1 et ont pour valeurs approchées

2 2
u = 2\/;2’, u = —2\/;2’;

ainsi les deux points z = £1, que nous marquons c et ¢’ (fig. 26), sont neutres.
Il y a quatre points critiques donnés par I'équation z* — 222 — 1 = 0; deux de
ces points a et a’ sont situés sur I'axe des = et correspondent aux solutions z =
+1/1 4 /2 les deux autres b et b’ sont situés sur I’axe des y et correspondent
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Fig. 26.

aux solutions z = =+iv/v/2 — 1. En ces quatre points, la racine double est
u = —1, la racine simple u = 2.

Dans le voisinage de 1'origine, les valeurs approchées des racines sont

4
Uy = 5227 uy = _\/57 Uy = +\/§

Sur la droite finie bb', les trois racines sont réelles, une positive, deux négatives ;
les deux racines négatives deviennent égales et se permutent autour du point b
et autour du point b'; on en conclut que chacun des deux lacets (b) et (V)
unit les deux racines ug et uq. Sur la droite finie aa’, les trois racines sont
encore réelles; entre les points d et d’, qui correspondent & z = +v/2, deux
racines sont positives et une négative ; sur da et d’'a’, au contraire, deux racines
sont négatives et une positive ; ceci provient de ce qu’en d ou d' I'une des deux
racines positives ug et us s’annule et change de signe. Pour voir laquelle éprouve
ce changement, considérons la dérivée

du  82(1—2?)
dz  3(1—u?)’

et remarquons que u n’acquiert la valeur +1 que pour z = +1. Quand la

variable z décrit la droite Oc, la racine positive ug reste comprise entre zéro
et 1; sa dérivée étant positive, elle croit de zéro a 1; ayant dans le voisinage

du point ¢ la valeur approchée ug = 1 + 2 3 (z — 1), elle continue & croitre

et devient plus grande que 1; la dérivée reste ainsi positive, et la racine uyg
croit indéfiniment au deld du point ¢. On en conclut que c’est la racine us
qui change de signe au point d; on peut d’ailleurs le voir directement ; en
effet, quand la variable z décrit la droite Oc, la racine uy reste comprise entre
V3 et 1: sa dérivée étant négative, elle décroit de v/3 & 1; ayant dans le

voisinage du point ¢ la valeur approchée ug = 1 — 2 3 (z — 1), elle continue

a décroitre et devient plus petite que 1; la dérivée reste ainsi négative, et la



56 LIVRE I. — CHAPITRE III.

racine uy décroit de 1 a zéro, et de zéro a —1 quand z va de c en d, et de d
en a. La racine négative u, décroit de —v/3 & —2 quand z décrit Oc, puis croit
de —2 & —1 quand z décrit ca. Au point a les deux racines négatives u; et us
deviennent égales et se permutent ; au dela elles sont imaginaires. Il résulte de
ce qui précede que chacun des lacets (a) et (a’) unit les deux racines u; et us.
Les deux lacets (b)), (a)? forment un systéme de lacets fondamentaux.

Sur la sphére, le point O est un point critique autour duquel se permutent
les trois racines. Si le lacet (O’) passe entre les points 0 et a, et est décrit dans
le sens qui correspond au mouvement positif sur le circuit, il est 'assemblage
des trois lacets binaires (0')2, (O")3, (0)9.

43. FExemple IV. — L’équation
ud —3u+232—-2%) =0
admet des racines égales pour les valeurs de z qui vérifient ’équation
(-1 —1-V2)(Z* -1+ V2) =0.

Les points ¢y, c1, s (fig. 27) qui correspondent a I’équation 2 — 1 = 0 sont
neutres, parce que les deux racines qui deviennent égales restent monotropes

Fig. 27.
a1
dy
C1 b
0
b ° * o(®
1@ O Co dOO ag
Co b2
do
a2

autour de ces points. A I’équation z° = 1 + /2 correspondent trois points
critiques ag, a1, aq, situés aux sommets d’'un triangle équilatéral ; a I’équation
23 = —(\/5— 1), trois autres points critiques by, by, be, situés aux sommets d’'un

second triangle équilatéral.
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4
Pour z = 0, on a uy = 523, u = —V/3, us = /3. Sur la droite Oby, les

trois racines sont réelles, une positive, deux négatives; ce sont les deux racines
négatives qui deviennent égales et se permutent autour du point by ; ainsi le
lacet (bg) unit les deux racines ug et u;. Les lacets (by) et (by) unissent ces deux
mémes racines. Sur les droites Oag, Oaq, Oas, les trois racines sont aussi réelles.
Marquons les points dy, di, do qui correspondent & 22 = 2. Sur Ody, deux racines
sont positives, une négative ; sur dpag, une positive, deux négatives. On verra,
comme dans 'exemple précédent, que c’est la racine us qui change de signe
au point dy; on en conclut que le lacet (ag) unit les deux racines u; et us. Les
lacets (ay), (az) unissent ces deux mémes racines. Les deux lacets (by)g, (ao)?
forment un systéme de lacets fondamentaux.
Sur la spheére, le point O est pdle pour chacune des racines.

44. FExemple V. — Considérons I’équation
u? 4+ 322 — (22 — 1) —42° = 0.

La dérivée du premier membre par rapport a u est 3u(u + 222); elle s’annule
pour u = —22? et u = 0. La premiére solution donne (z? — 1)* = 0; mais les

Fig. 28.

points d et d' (fig. 28), qui correspondent & z = +1, sont neutres, parce que,
autour de chacun d’eux, les racines restent monotropes.
Pour u =0, on a (22 —1)? +42° = 0, d’on

VTt

4 3

z=41, z=4=
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il en résulte six points critiques autour de chacun desquels deux racines se
permutent : deux, ¢ et ¢/, sont situés sur I’axe des y ; les quatre autres, a,da’, b, V',
symétriques deux a deux par rapport a l’origine, aux sommets d’un rectangle.

Pour z = 0, I’équation proposée se réduit & u®> — 1 = 0, et admet les trois
racines ug = 1,u; = j,ups = j2, j désignant I'une des racines imaginaires de
I'équation j3 —1 = 0. Sur la droite finie ¢/, ’équation a une racine réelle ug et
deux racines imaginaires conjuguées u; et us; ce sont celles-ci qui deviennent
égales en c et ¢/, et se permutent autour de ces points; ainsi chacun des lacets
(¢), (¢") unit les deux racines u; et us. Le lacet (@) unit les mémes racines
que (a), le lacet (V') les mémes que (b). La fonction algébrique devant acquérir
au point z = 0 les trois valeurs ug, u1, us, il est nécessaire que I'un au moins des
deux lacets (a), (b) unisse la racine ug a I'une des deux racines u; et ug. Nous
remarquons d’ailleurs que si, sur le lacet (a), ona z=x+yi,ona z=x —yi
sur le lacet (b), et par conséquent les trois valeurs de u sur le lacet (b) sont
respectivement conjuguées de celles que I'on obtient sur le lacet (a); on en
conclut que chacun d’eux unit la racine ug & I'une des racines u; et uo. Si le
lacet (a) unit uy et wuy, le lacet (b) unira ug et uy. On formera un systéme
de lacets fondamentaux en prenant soit (a)j et (b)3, soit (a)j et (c)?, soit
()3 et (c)7.

Le point O, sur la sphére, est pdle pour chacune des racines.

45. FExemple VI. — Soit ’équation

(1) u® — 3zu+2° = 0.

Les points critiques sont donnés par I'équation z3(23—4) = 0, qui se décompose

en deux, 'une z = 0, autre z° —4 = 0.

Pour z = 0, les trois racines sont nulles. La méthode géométrique du n° 34
montre qu’il y a deux maniéres de former le groupe des termes principaux dans
I'équation proposée (fig. 29). Dans le premier mode, la partie principale étant
u® — 3zu, u est du degré % Si I'on pose 2z = 2%, u = vz, équation devient

v(v? —3) + 2 = 0;

on obtient ainsi deux racines ayant pour valeurs approchées j:\/gz%, et qui se
permutent quand la variable z tourne autour du point O. Dans le second mode,
la partie principale étant —3zu + 23, u est du degré 2. Si I'on pose u = v2?
I’équation devient

(=3v+1)+v°2° =0,

. . 1
ce qui donne une racine ayant pour valeur approchée §z2 et monotrope dans

le voisinage du point O.
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Fig. 29.

O (0%

L’autre équation z3 — 4 = 0 admet les racines

2 2mi
23, 23¢3, 2

dmi
e 3

wir
Wi

b

auxquelles correspondent les sommets a, b, ¢ (fig. 30) d’'un triangle équilaté-
ral ; autour de chacun de ces points se permutent deux racines de I’équation
proposée.

Pour former les lacets, nous ferons partir la variable d’un point zg, situé a
une trés-petite distance du point O sur ’axe Oz ; en ce point, les trois racines
se distingueront par leurs valeurs approchées

1, 11
u(]:gz, up =3222, uy=-—3

N
N
N =

Le lacet (a) est formé, comme a l'ordinaire, d’une droite et d’un petit cercle;
le lacet (b), d’un arc zpz; égal a un tiers de circonférence, d’une droite partant
du point z; et d'un petit cercle; le lacet (c¢), d'un arc zpz1z2 égal a deux
tiers de circonférence, d’une droite partant du point zy et d’'un petit cercle;
enfin le lacet (O), d'un cercle zpz12220. Les lacets se succédent dans l'ordre
(a), (b), (c), (O).

Sur la droite Oa, les trois racines de I’équation proposée sont réelles, deux
positives, une négative; ce sont les deux racines positives qui se permutent
autour du point a; ainsi le lacet (a) unit les deux racines ug et u;.

Quand la variable z décrit I’arc zp21, les trois racines deviennent

dri
e 3 .

, 4r 1
u0:§zoe3, u; = 322,

~

fux] 1
e3 =32z

<

i L1 dmi 1
e3 =—32z5€e 3, wuy=—32%

Ol
SN
Cpol—

211 4
Sur le rayon Ob, on a z = xe 3 ; si 'on pose u = u'e 3 , I’équation devient

u? — 3zu’ + 2® = 0. Ainsi, quand on passe du rayon Oa au rayon Ob, les
4mi

trois racines sont multipliées par e 3 ; les deux racines positives se permutant
autour du point (a), ce sont les deux racines ug et uy qui se permutent autour
du point b, et par conséquent le lacet (b) unit les deux racines ug et us.
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Fig. 30.

Quand la variable z décrit I’arc zgz; 22, les trois racines deviennent

27i

2mi 1 27
e3, Uy =—32z2

1, 8mi 1, 2m 1 2mi
u0:§zoe3:§zoe3, up = 322, es.

o=
Crol=

211
Quand on passe du rayon Oa au rayon Oc, les racines sont multipliées par e 3 ;

ainsi le lacet (¢) unit les deux racines ug et u;.

D’ailleurs le lacet (O) unit les deux racines u; et us. On a ainsi les quatre
lacets (a), (b)Z, (¢)§, (O)F. Sur la spheére, le point O est podle par rapport a
chacune des racines. Le lacet (O’) ou le circuit correspondant, parcouru avec
I'une quelconque des racines prise comme valeur initiale, doit ramener la méme
racine, ce qu’il est facile de vérifier.

46. FExemple VII. — Soit I'équation
(1) u3—izu—|—23+1:0.
V2

On obtient les points critiques en résolvant ’équation

(2) A +1=0,
d’ou
@h+ D1 . (2h+Dr
z = COST —l—@smT;

ces points, au nombre de six, sont les sommets d'un hexagone régulier ayant
son coté égal a 'unité, et disposé comme l'indique la fig. 31. En chacun des
sommets, 1’équation (1) admet une racine double et une racine simple. La
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Fig. 31.

ot
as (e e ) Qo

0 T
as{ e e | U5

valeur de z relative a I'un des sommets et la racine double correspondante

0
n’annulent pas la dérivée partielle —f ; on en conclut que les deux valeurs de u

0z

voisines l'une de 'autre se permutent lorsque z décrit une petite courbe fermée
autour de ce point. A l'origine, les trois racines ont les valeurs
1 V3 1 V3
oy Ty
Imaginons que le point z s’avance, en suivant une ligne droite, de I'origine vers
un des sommets, puis décrive autour de ce point une petite courbe fermée ; les
racines varient d’une maniére continue en partant de leurs valeurs initiales;
dans le voisinage du sommet, deux racines ont une différence trés-petite et se
permutent lorsque le point z décrit la courbe qui entoure ce sommet. Cherchons
quelles sont les racines qui se permutent autour de chacun des points critiques.
Les racines de I’équation (1) sont données par la formule

(3) u=A+—-=A

z
V2

dans laquelle A désigne 'une quelconque des valeurs du radical cubique

3
(4) A:f/—lgz _%Fﬂa.

Le long du rayon sur lequel marche z, on a
z=r {cos(Zh + 1)% + isin(2h + 1)% :
et par conséquent

= et 22 =+ird
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On prendra le signe + pour les valeurs 0, 2, 4 de h, c’est-a-dire lorsque le point z
s’avance sur I'un des rayons Oag, Oas, Oay, et le signe — si le point z s’avance
sur les rayons Oaq, Oag, Oas qui correspondent aux valeurs 1, 3,5 de h. Puisque

3

le nombre r varie de zéro a I'unité, on peut poser r° = sin @ et faire varier ¢

T
de 0 a —.
e0a g

Considérons d’abord le cas ot h a I'une des valeurs 0, 2,4 ; 'expression de A
devient

1+ isi 1/
A=\3/— +Z28111<,0_§ 1_Sin2g0:_i/cosgi/cosg—i—ismg
/ 2k 2k
= cosg [cos <%+ —37) + i sin (g%—?ﬂ)} ;

il faudra attribuer a k successivement les trois valeurs 0, 1,2. On a en méme

temps

2k 2k
SZA = —f’/sing {COS {(2h+1)% - % - Tﬂ] + isin {(Qh—i- 1)% - % — ?ﬂ

Remarquons que, quelle que soit celle des valeurs 0, 2,4 que l'on attribue a h, si

I'on fait o égal a zéro, les racines ug, uy, us correspondent a k = 0,k =1,k = 2.
. . , T ™ .
Faisons varier ¢ de zéro a —; pour ¢ = —, les valeurs de u sont données par
27 2’

la formule

U (7T+2]€7T)+,, (7?+2k7r)
— =cos [ —+ — isin [ — + —
3 COS% 12 3 12 3

2k . 2k
+ cos {(Qh—l-l)%—%—%] + ¢sin [(2h+1)%—%—%

Dans cette formule, il faut remplacer A par 'un des nombres 0, 2,4, puis k par
0,1, 2. Les arguments des valeurs correspondantes des deux termes du second
membre sont renfermés dans le tableau suivant :

T T
k=0
’ 12’ 12’
97 177w
et :1 _
h=0q K ’ 12’ 127
1
ko LM 97
12 12
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( T O
k—O, E? Ea

h=ol p—1, X T
12 12
h_g LT 1

\ 12 12

( T 177w

k=0 — —_—
’ 12’ 127

97 97

pr— p— 1 — —
h=4q k ’ 12’ 12’

1
koo 1T T
12 12

On conclut de ce tableau que le lacet (ag) unit les deux racines u; et ug, le
lacet (aq) les deux racines ug et uq, le lacet (a4) les deux racines ug et us.

Considérons maintenant le cas ot 'on suppose que h a l'une des valeurs

1,3,5. On a alors

23 = —irs,

puis

2k 2k
A= —f’/cosg {COS (%4—%) —isin (% —i—%)] ;

z [ . T o 2km _ T ¢ 2k
\3/§A:—SSIHE{COS[(2h+1)E+g+T:|+ZSIH|:(2h+1)E+g+T .

Il faut observer que pour ¢ = 0 les racines ug, ug,u; correspondent a k =
0,k =1,k = 2. Les valeurs de u a 'un des sommets a1, az, as sont données par

la formule
u ( T 2]{371’) < T 2]{:7T>
— =coS| ——=——— | +eesm|——5— —
T 12 3 12 3
3 —
COoS 1
T T 2km o T T 2km

+ cos {(Zh—irl)g—l—ﬁ—l—T} + isin {(2h+1)g+ﬁ+T}7

dans laquelle on doit remplacer h successivement par I'un des nombres 1,3, 5,
puis k par I'un des nombres 0, 1, 2. Les arguments des deux termes du second
membre ont des valeurs comprises dans le tableau suivant :

( T 7T

k=20 - —

’ 12’ 12°

157 157

p— pr— 1 — [
h=14 K ’ 127 127
k=2, L—

12 12
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( T 157
k=0 = T

157 T

— k=1 = _—
h=3 ’ 127 12’
NP i

L 12 12

4

T T

k=20 - -

’ 12’ 12’

157 7T

p— pr— 1 — —
h=54 K ’ 127 12’

1
12 12

On en conclut que les lacets (ay), (a3), (a5) unissent respectivement les racines
Uug et uy, ug et usg, uy et us.
Le point O/, sur la sphére, est pole pour chacune des racines.

47. FExemple VIII. — Considérons 1’équation

4
u’ — (1 - 2Hu* — 522(1 — 2t =0.

La dérivée partielle du premier membre par rapport a wu étant égale a

4
5u? [u— 5(1 —ZQ):|, I’équation admet des racines égales lorsqu’on a, soit

4
u =0, et par suite z = 0 ou z = +1, soit u = g(l — 2?), et par suite z = +1;

ce dernier cas rentre dans le précédent. Pour z = 0, I’équation a une racine
simple uy = 1 et quatre racines égales a zéro; les valeurs approchées de ces
quatre racines sont

1 1 1 1
U = Qz2, Uy = —Qiz2, U3 = —Q22, Uy = QLZ2,

44
la quantité a vérifiant 1’équation a? = —5; les deux racines u; et ugz se
permutent autour du point O, de méme uy et uy, ce qui donne deux systémes
circulaires. Pour z = 41, I’équation admet cinq racines égales a zéro; si 'on

pose z =142 on a
6

4
T—L T =0;
55
les valeurs approchées des racines, dans le voisinage du point z = 1, sont don-
1 4
2 - Iz N . . .
nées par la formule u = 5452 5 ; elles forment un systéme circulaire de cinqg

racines se permutant autour du point critique. Les racines, étant respective-
ment égales pour des valeurs de z égales et de signes contraires, se permutent
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suivant la méme loi autour du point z = —1. Il y a donc trois points critiques,
lorigine O et les deux points a et b qui correspondent & z = +1 (fig. 32).

1
Sil'on fait z = —, u = —, I'équation devient
z u

44
12N\4, .15 8 12N\, 1 /110 __

5(1—2 )u” — 21— 2" — 2" = 0.

Pour 2’ = 0, les cinq valeurs de u’ sont égales & zéro. En posant v/ = v2'%, on

met 1’équation sous la forme

41 2y,.5 2
/ /
5(1_2 Jw?— (1 —2"%)v—1=0;
/ ' . . 5 . .
pour 2 = 0, ’équation admet une racine double v = —- et trois racines
4

. 5 , e
simples. En posant v = 1 + ', on reconnait aisément que les deux valeurs

infiniment petites de v’ restent monotropes autour du point 2/ = 0. On en
conclut que sur la sphére le point O’ est pole relativement a chacune des
racines.

Il s’agit maintenant de voir dans quel ordre les racines se permutent autour
des points critiques a et b. De 'origine comme centre avec un rayon trés-petit,

Fig. 32.

20

(=

décrivons un cercle. Nous distinguerons les racines par leurs valeurs approchées

()
N

(%)=

a

N =

u =1, w =az2, uy= —aiz%, Uz = —az%, Uy = aiz%,

au point initial zy situé sur 'axe Ox a une trés-petite distance du point O.
Le lacet (a) est formé d’une droite et d'un petit cercle, le lacet (b) d’un demi-
cercle zymz;, d'une droite et d'un petit cercle autour du point b, le lacet (O)
du cercle zgmzinzy; de cette maniére, les lacets se succédent dans l'ordre
(a), (b), (O). Quand la variable z, parlant du point zj, décrit le lacet (a) une

premiére fois, dans le sens direct, la fonction u passe de la valeur initiale wug
1
a une autre que nous représenterons par «z2, « étant une certaine racine de
4

1= ~ Je dis maintenant que, si la variable z décrit le lacet (a)

I’équation o

plusieurs fois successivement dans le sens direct, les racines se succéderont
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dans V'ordre wug, uy, ug, us, us. En effet, au lacet (O) sur la sphére correspond
dans le plan un circuit enveloppant les trois points critiques et se ramenant
par conséquent a la suite des trois lacets (a), (b), (O); le point O’ n’étant pas
critique, la racine prise comme valeur initiale doit se reproduire a la fin du
circuit. Or, si 'on part du point zy avec la valeur initiale ug, aprés le lacet (a)
on a uj; la demi-circonférence zgmz; change u; en uy; le lacet (z1b) devant
ramener en z; et par conséquent en zy la premiére racine ug, il est nécessaire
que la racine uy4 soit la cinquiéme du systéme circulaire. Nous avons donc a
choisir entre les deux dispositions

Uo, Uy, Uz, us, Uy,
Uo, Uy, us, U2, Uyg.

La seconde ne convient pas ; car sil’on part du point 2 avec la valeur initiale uq,
on aurait ug aprés le lacet (a), up aprés le demi-cercle zomz;, uy aprés le
lacet (z1b), uy aprés le demi-cercle zymzy, ug apres le lacet (O), et la valeur
initiale u; ne se reproduirait pas. Avec la premiére disposition, on a us apreés
le lacet (a), u; aprés le demi-cercle zgmzy, uy aprés le lacet (z1b), us apreés le
demi-cercle zymzy, uy aprés le lacet (O), et la racine initiale u; se reproduit.
Ainsi le lacet complexe (a) est I'assemblage des cing lacets binaires positifs

(@), (@), (@) (a)5 (a).

Le lacet (b), dont 'origine est aussi en zy, se compose du demi-cercle zomzy,
du lacet (z1b) symétrique du lacet (zpa) par rapport au point O, et du demi-
cercle zymzy. Les valeurs de u étant les mémes en deux points symétriques,
la permutation s’effectue sur le lacet (210) comme sur le lacet (zpa). On part
du point zy avec la valeur initiale wug; aprés le demi-cercle zgmz;, on a en z;
la méme valeur wug; le lacet (210) change ug en wuq, et cette racine, aprés le
demi-cercle zymzy, devient uy. En décrivant le lacet (b) une seconde fois, on
revient en z; avec la valeur u;; le lacet (21b) la change en usy, et, aprés le
demi-cercle zymzg, elle devient us, et ainsi de suite. On obtient de la sorte les
cinq lacets binaires positifs

(b, ()3, (0)3, (b)i, (b))

Le lacet (O) est neutre relativement a la racine u ; mais il unit les racines
uy et ug, ug et uy. I est Passemblage des deux lacets binaires (O)3, (0)3.

On peut former le systéme des lacets fondamentaux de bien des maniéres,
par exemple avec les quatre lacets (a)g, (a)?, (a)3, (a)3, ou bien avec les quatre
lacets (a)p, (a)?, (0)3, (0)3. Dans ce second mode, les chemins qui conduisent
de la racine ug a toutes les autres sont (n° 39)

Vo=(a), Vi=(a)+(a)i, Vi=(a)+(0), Vo=(a)+(a)i+(0).
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FExemple IX. — Considérons enfin la fonction définie par ’équation algé-
brique
(u—ay)(u—az)... (u—ay,)—z=0.

Quand la variable z décrit une circonférence ayant pour centre 1’origine, le pro-
duit des distances du point u aux m points fixes ay, as, . .. , a,, reste constant,
et ce point décrit une cassinoide & m foyers. Quand le point z décrit une droite
partant de l'origine, le point u décrit une courbe telle que la somme des ar-
guments des droites qui vont des m foyers a chacun des points de la courbe
est constante. Les deux séries de lignes décrites par le point z étant ortho-
gonales, les deux séries de lignes correspondantes décrites par le point u sont
aussi orthogonales. En particulier, lorsque le polynome est du second degré, les
deux séries de lignes orthogonales se composent de cassinoides a deux foyers
et d’hyperboles équilatéres.






LIVRE II.

FONCTIONS DEFINIES PAR DES SERIES.

CHAPITRE PREMIER.

PROPRIETES DES SERIES ORDONNEES SUIVANT LES
PUISSANCES ENTIERES ET CROISSANTES DE LA
VARIABLE.

48. LEMME. — Lorsqu’on multiplie les termes d’une série convergente,
ayant tous ses termes positifs, par des nombres positifs inférieurs a un nombre
déterminé, on obtient une nouvelle série convergente.

Soit
a0+a1—|—a2+...

une série convergente ayant tous ses termes positifs ; si I’on multiplie les termes
de cette série par les nombres positifs

bOa bla b27"' )

plus petits qu'un nombre déterminé B, on obtient une nouvelle série conver-
gente

a0b0+a1b1 +CL2b2 + ...

En effet, soient S,, la somme des n premiers termes de la premiére série,
S! la somme des n premiers termes de la seconde série, on a S/, < BS,, ; mais la
somme 3, est moindre que sa limite S; on a donc S/, < BS, et par conséquent
la seconde série est aussi convergente.

49. THEOREME I. — Etant donnée une série ordonnée suivant les puis-
sances entieéres positives et croissantes d’une variable imaginaire, si, pour une
valeur de la variable dont le module est r', les modules des termes de la série
sont moindres qu’un nombre déterminé, la série sera convergente pour toutes
les valeurs de la variable dont le module est plus petit que r'.  (ABEL.)

Soit

2
Ug + UIZ + U2Z” + ...
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la série proposée, dans laquelle z désigne une variable imaginaire, ug, ty, . . .
des coefficients réels ou imaginaires. Appelons ag, a1, ... les modules des coef-
ficients. Nous supposons que les modules

! 2
ap, ar, asmT ...
des différents termes de la série, pour une valeur de z dont le module est 7/,
sont plus petits qu’'un nombre déterminé B. Donnons a la variable une valeur
dont le module r soit plus petit que 7/, et considérons la série convergente

T T 2
1+F+(F> + ..

si nous multiplions les termes de cette série respectivement par les nombres

/ )
ap, ar, AT ", ...

moindres que B, nous obtiendrons, en vertu du lemme précédent, une nouvelle

série convergente

2
ag + ar +asr” 4+ ... .

Ainsi, pour toute valeur de z ayant un module plus petit que 1/, la série des
modules est convergente, et par conséquent la série proposée est elle-méme
convergente.

Cercle de convergence.

50. Imaginons des valeurs croissantes du module pour lesquelles les mo-
dules des termes de la série conservent des valeurs finies, c’est-a-dire restent
moindres qu'une quantité déterminée; ou ces valeurs croissantes augmentent
a 'infini, ou elles tendent vers une limite R. Dans le premier cas, la série pro-
posée est convergente pour toutes les valeurs de z; car, soit r le module d’une
valeur quelconque attribuée a z, les modules des termes de la série conservant
des valeurs finies pour un module 7’ plus grand que r, la série est convergente
pour cette valeur de z. Dans le second cas, la série est convergente a l'intérieur
du cercle décrit de 'origine comme centre, avec un rayon égal & R (fig. 33);
car, si 'on attribue a la variable z une valeur ayant un module r inférieur
a R, les modules des termes de la série conservant des valeurs finies pour un
module 7’ plus grand que r, mais plus petit que R, la série est convergente
pour cette valeur de z. Pour tous les points situés a 'extérieur du cercle R,
les modules des termes augmentant a I'infini, la série est divergente. Ainsi la
circonférence R partage le plan en deux régions : pour tous les points situés a
I'intérieur du cercle, la série est convergente ; pour tous les points situés a 1’ex-
térieur, elle est divergente. C’est pourquoi nous donnerons & ce cercle le nom
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Fig. 33.

de cercle de convergence. Une série ordonnée suivant les puissances entiéres et
croissantes de la variable définit donc une fonction finie et monotrope dans le
cercle de convergence.

Sur la circonférence R elle-méme, il y a incertitude : si, pour le module R, les
modules des termes ne tendent pas vers zéro, la série sera divergente sur toute
la circonférence ; si, pour ce méme module, les modules des termes tendent vers
zéro, la série peut étre convergente ou divergente sur toute la circonférence,
ou bien convergente en certains points, divergente en d’autres.

Remarquons qu’en chacun des points situés a I'intérieur du cercle de conver-
gence non-seulement la série proposée est convergente, mais encore la série des
modules de ses différents termes.

FExemples. — 1° La série

z z

z
1+ -
+1+1-2+1-2-3+

est convergente dans toute ’étendue du plan.
2° La série
I+z+224+22+...

est convergente dans le cercle de rayon 1; sur la circonférence, les modules des
termes étant égaux a l'unité, la série est divergente.
3° La série

est aussi convergente dans le cercle de rayon 1; sur la circonférence, la série
des modules des termes étant convergente, la série est elle-méme convergente.
4° La série ) .
1+24+2 424
1 2 3

est convergente dans le cercle de rayon 1; sur la circonférence, on voit im-
médiatement qu’elle est convergente au point z = —1, divergente au point
z = +1; on démontre d’ailleurs qu’elle est convergente sur toute la circonfé-
rence, excepté en ce dernier point.
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5° Sil’on considére la série
1+1-241-22241-2-3234+ ...

et si I’on attribue a z une valeur quelconque différente de zéro, les modules des
termes augmentent & 'infini; il en résulte que la série n’est convergente que
pour z = 0; dans ce cas, le rayon du cercle de convergence se réduit a zéro.

51. THEOREME II. — La fonction définie par une série ordonnée suivant
les puissances entiéres positives et croissantes de la variable est continue dans
le cercle de convergence.

La série

2
Uy + ULZ + UZ” + ...

étant convergente dans un cercle de rayon R, appelons f(z) la somme des
termes de la série pour une valeur quelconque de z située a l'intérieur du
cercle de convergence. Soit (z) la somme des n premiers termes de la série,
et ¥(z) le reste; nous aurons

f(2) = ¢(2) + 4(2).

De lorigine comme centre, avec un rayon R’ un peu plus petit que R,
décrivons un cercle. On peut assigner une valeur de n telle que, pour cette
valeur et pour toutes les valeurs plus grandes, le module du reste ¥(z) soit

o
plus petit qu’une quantité trés-petite donnée 3 quelle que soit la position de
la variable z a I'intérieur du cercle R’. 11 suffit, pour cela, de prendre n tel que
’on ait

anR™ + an R™ ... <

Y

el 2

ce qui est possible, puisque la série
ag + alR' —+ ...
est convergente. Pour tout module r plus petit que R/, on aura, & plus forte

raison,

a
A" + Q™ < 3

Le module du reste ¥(z), étant plus petit que cette somme, sera lui-méme

) o
moindre que 3
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Supposons maintenant que nous donnions & la variable deux valeurs voi-
sines z et 2’ situées a l'intérieur du cercle R’, la fonction prendra les deux
valeurs

f2)=0(2) +1(2), f(&) =)+ (),

dont la différence est

F(Z) = f(2) = o(2) = @(2) + ¥(&) — (2).

Le polynome entier p(z) du degré n — 1 étant une fonction continue de
la variable z, on peut assigner un nombre p tel que, pour toutes les positions
du point 2z’ a l'intérieur du cercle décrit du point z comme centre avec un
rayon égal a p, la variation ¢(z’) — ¢(z) du polynéme ait un module plus petit

Q@ !
que . Mais les modules des restes 1)(z") et ¢(z) sont déja plus petits que 3
donc la variation f(z') — f(z) aura un module plus petit que « pour toutes ces
positions du point 2’ ; ¢’est en cela que consiste la continuité. Ainsi la fonction,

définie par la série, varie d’'une maniére continue dans l'intérieur du cercle de
convergence.

52. LEMME. — Sil'on prend les dérivées des différents termes de la série
7
on forme une nouvelle série convergente dans le méme cercle que la premaiére.

Soit la série
f(2) = ug +uy +ug2® + ...

convergente dans le cercle de rayon R. Nous allons démontrer que la série
Uy 4 2uoz + 3uzz® + ...

que 'on obtient en prenant la dérivée de chacun des termes, est convergente
dans le méme cercle. De I'origine comme centre, avec un rayon R’ un peu plus
petit que R, décrivons un cercle, et donnons a z une valeur dont le module r
soit plus petit que R’. Si 'on multiplie les termes de la série convergente

2
1+21+3T—+...

RI Rl2
respectivement par les nombres

/ 2
a, CLQR, CL3R, yee ey

qui tendent vers zéro, et qui par conséquent sont inférieurs & un nombre fixe B,
on obtient une série convergente

ar + 2asr + 3asr® + ... .
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Ainsi la nouvelle série est convergente dans le méme cercle que la pre-
miére ; elle définit dans ce cercle une fonction continue et monotrope que nous
désignerons par f'(z).

En prenant de méme les dérivées des termes de cette seconde série, on
obtiendra une troisiéme série convergente dans le méme cercle R ; elle définit
une fonction continue et monotrope, que nous désignerons par f”(z), et ainsi
de suite indéfiniment.

53. THEOREME III. — La fonction définie par la série a une dérivée.

Soit la série
f(2) =ug +urz +ug2®+ ...

convergente dans le cercle R. Du point z comme centre, décrivons un cercle
tangent au cercle R; pour un point z + h situé dans ce petit cercle, la série
sera encore convergente, et ’on aura

(1) f(z4+h) =ug+ui(z+h) +us(z+h)*+....

Concevons que 1'on développe les puissances successives du binéme z + h, et
que 'on dispose les termes en un tableau de la maniére suivante :

(wg + 0 + 0 + 0 +...,
+ 0 +

wz + wh + 0 ..
(2) Upz® + 2upzh + wgh® + 0 + ...,
usz® + 3usz®h + 3uszh® + ush® + ...,

M

en complétant le tableau par des zéros. La somme des termes d’'une méme ligne
horizontale constituant un terme de la série (1), la somme des termes contenus
dans les m premiéres lignes horizontales est égale a la somme des m premiers
termes de la série (1). Nous allons démontrer que, si I'on évalue le tableau par
colonnes verticales, au lieu de 1’évaluer par lignes horizontales, la série

(3) U0+Ulh+vzh2+vgh3+... ,

que I'on obtient et qui est ordonnée suivant les puissances croissantes de h, est
convergente et a méme somme que la série (1).

Désignons par r le module de z et par p celui de h ; puisque p est plus petit
que R — r et par suite r 4+ p plus petit que R, la série

(1) ap + ar(r +p) +as(r +p)* + ...
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est convergente. Développons les puissances du binéme r + p et disposons les
termes en un tableau analogue au précédent :

(

ag + 0 + 0
ar + ap + O
92 / 2 2

(2) aor® + 2asrp + asp® +
asr® + 3asr?p + 3asrp? + asp

+ 0
+ 0
0

_|_

o

+
S+

cee

Appelons S, la somme des m premiers termes de la série (1), S la limite vers
laquelle elle tend, quand m augmente indéfiniment. Les m premiers termes
d’une colonne verticale quelconque du tableau (2)" appartenant aux m pre-
miéres lignes horizontales, leur somme est plus petite que la somme des termes
de ces m premiéres lignes horizontales, c¢’est-a-dire plus petite que S,, et, par
conséquent, plus petite que S; cette somme tend donc vers une limite, quand
m augmente indéfiniment ; ainsi chaque colonne verticale, prise a part, consti-
tue une série convergente. Désignons par b, bip, bap?, ... les sommes des di-
verses colonnes verticales, et considérons la série

(3), bo+blp+b2p2+....

Appelons S/, la somme des n premiers termes de cette série. Généralisons le
raisonnement que nous avons fait précédemment ; les m premiers termes des
n premiéres colonnes verticales appartiennent aux m premiéres lignes horizon-
tales ; leur somme est plus petite que la somme des termes de ces m premiéres
lignes horizontales, c’est-a-dire plus petite que S,,, si m est plus grand que n,
et par conséquent plus petite que S. Si, laissant n fixe, on fait augmenter m
indéfiniment, on en conclut que cette somme tend vers une limite plus petite
que S; mais cette limite est précisément S/ ; la quantité S/, est donc plus pe-
tite que S. D’autre part, cette quantité S/, est plus grande que la somme des
n premiers termes des n premiéres colonnes verticales, ¢’est-a-dire plus grande
que S,,. La somme S/, étant comprise entre S,, et S, tend vers une limite égale
a S, quand n augmente indéfiniment. Ainsi la série (3) est convergente et a
méme somme que la série (1)'.

Revenons maintenant au tableau (2). Nous remarquons d’abord que les
termes d’'une méme colonne verticale, ayant pour modules les termes corres-
pondants du tableau (2)’, forment une série convergente. Nous avons désigné
par vg, v1h, v2h?, ... les sommes des diverses colonnes verticales ; ces quantités
ayant des modules respectivement moindres que les termes de la série conver-
gente (3)’, la série (3) est elle-méme convergente. Appelons ) la somme des
n premiers termes de la série (1), >/ celle des n premiers termes de la série (3) ;
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la différence > — 3" est égale a la somme des termes des n premiéres co-
lonnes verticales du tableau (2), a partir de la n + 11 ligne horizontale ; le
module de cette différence est moindre que la somme des modules des termes,
c’est-a-dire moindre que S/, — S,, ; elle tend donc vers zéro, quand n augmente
indéfiniment. La somme ) tendant vers la limite f(z+ h), on en conclut que
la somme Y tend vers la méme limite. On a donc

h h?
f(z+h) :f(2)+f/(z)i+fﬂ(z)ﬁ+'“ .
On déduit de 1a
f(Z—Fh})L_f(Z) :f/(2)+f”(z)g+... .

Le second membre de cette égalité est une fonction continue de h; quand
h est trés-petit, il différe trés-peu de f’(z), et quand h tend vers zéro d’une
maniére quelconque, il tend vers f’(z). Ainsi le rapport de 'accroissement
de la fonction a celui de la variable tend vers une méme limite, de quelque
maniére que ’accroissement de la variable tende vers zéro, et par conséquent
la fonction f(z) a une dérivée qui est représentée par la série f’(2).

De tout ce qui précéde, on conclut qu'une série ordonnée suivant les puis-
sances entiéres, positives et croissantes d’une variable, définit une fonction
holomorphe dans le cercle de convergence.

54. Remarque I. — La série

1+z2+422+...

est divergente en chaque point de la circonférence du cercle de convergence.
Cependant, si le point intérieur z s’approche d’un point de cette circonférence

autre que le point z = 1, la somme S, qui est égale a ] , tend vers une

limite parfaitement déterminée.

Remarque II. — Supposons que la série ug+u; z+uq2?+. .. soit convergente
en un point z; de la circonférence du cercle de convergence, et appelons A la
somme en ce point; Abel a fait voir que, lorsque le point z se rapproche du
point z; suivant le rayon Oz, la somme variable S tend vers une limite égale
a A.

On peut représenter, en effet, les valeurs de z, pour les divers points du
rayon Ozq, par la formule z = (z;, ( étant une quantité réelle qui varie de 0
a 1. Si 'on représente en méme temps par a, le produit w,z}", on aura

S=ay+aml+a®*+... +a,("+...
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et
A=ay+a+ay+... +a,+....

Appelons o, la somme des n + 1 premiers termes de cette derniére série, le
terme a, sera égal & o, — 0,1, et 'on pourra exprimer la somme S de la
maniere suivante :
S =00+ (01— 00)C+ (09 — 01)* + (03 — )P+ ...
=1 =00+ 01(+ 027+ 03¢0 +...)
=(1-=)(oo+0oi{+02"+... + 0,21
+ (1= Q0" + 00" )
=(1-=(og+0oi(+... +0,21(")
+AL -+ )
+ (1 =) (enl™ + ena (" +.00),
€nyEntt, - .- désignant les différences entre les sommes o,,0,.1,... et A; nous

représenterons le nombre positif 1 — ¢ par 5. On peut supposer n assez grand
pour que le plus grand des modules des quantités €,,€,41,... soit moindre

«
qu’un nombre donné quelconque 5 le module de

(1 - C)(gngn + €n+1€~n+1 +. )

o o
sera alors moindre que 5(’", et par suite moindre que 5 Le module de

(1=C(oo+01C+... +0,-1¢")

est plus petit que nGM, M étant le plus grand des modules des sommes

00,01y OpyOnil,--. ; la somme
A=+ "+
est égale & AC" ou & A(1 — 3)". Considérons la différence
A-AL-pB)"=All-(1-p)"];
ona (1—£)">1-ng,laquantité [1 — (1 — 3)"] est donc un nombre positif
moindre que nf, et le module de A(1 — )™ — A est plus petit que nFAy,

Ag désignant le module de A. Il résulte de ce qui précéde que le module de la
différence A — S est moindre que

nB(Ao + M) + 2,

et par conséquent moindre que «, pour toute valeur de 3 plus petite que
a

La démonstration précédente est de Lejeune-Dirichlet.

. Ainsi la somme variable S a pour limite A.
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FONCTIONS EXPONENTIELLES ET CIRCULAIRES.
Les fonctions €7, sin z, cos z.

55. Considérons les séries

2 3

z oz z
1 14+ =
<) +1+1-2+1-2-3+ ’
z 23 20
2 - — — ...
() 1 1-2-3+1-2-3-4-5 ’
22 24
3 1— -
() 1-2+1-2-3-4 ’

le rayon du cercle de convergence étant infini, ces trois séries définissent des
fonctions holomorphes de z dans toute I'étendue du plan. On désigne ces
trois fonctions par e?,sin z, cos z, parce que, lorsque la variable z a une va-
leur réelle x, ces séries sont les développements de la fonction exponentielle e®
telle qu’on la définit en Algébre, et des deux fonctions circulaires sin z et cosx
telles qu’on les définit géométriquement. La fonction sin z est impaire, la fonc-
tion cos z paire.

On obtient la dérivée de chacune de ces fonctions en prenant la dérivée de
chaque terme de la série (n° 53), ce qui donne

De*=¢*, Dsinz=-cosz, Dcosz= —sinz.

Ces trois fonctions se raménent & une seule d’entre elles; car si, dans la

série (1), on remplace z par zi ou par —zi, on a

(4) e* = cos z +isin z,

(5) e = cosz — isinz;

d’ou 'on déduit

ezi e—zi
(6) cos z = +—,
2
ezi _ e—zi
7 inz =
(7) sin z 5

Les deux fonctions sin z et cosz sont ramenées ainsi a la fonction exponen-
tielle e®.
Il résulte aussi de la relation (4) que toute quantité imaginaire z = r(cos 6+

0i

isin @) peut étre mise sous la forme trés-simple z = re”, r étant le module de

cette quantité, 6 I'un de ses arguments.
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56. La propriété fondamentale de la fonction exponentielle consiste dans
la relation

(8) e x ef = et

2 / " .
Pour la démontrer, appelons > > > les sommes des n premiers termes

des séries qui définissent les trois fonctions e?, e*’, e*T*', savoir
2 22 anl
=l+-+—+...
2o =ltgtygt LR —
, Z/ 2/2 Z/n—l
=1+ — .
2=ty T oy
/ 2 Nnn—1
ZZ:1+2+Z+(2+2) (z 4 2) _
1 1-2 1-2---(n—1)

Désignons par r et 7’ les modules de z et de 2/, et appelons de méme S,,, S/, S”
les sommes des n premiers termes des séries qui représentent les fonctions

réelles e, e, e’ savoir :
r r? prl
S, =14+-+—+... ,
LT PO R B S
7,,/ 7,/2 T,/n—l
S =1+ —
e T T R O oy e
r+r (r+1r)? (r + 7)1
S’ =1 }
e L T 12 (n—1)

Considérons, en outre, la somme des 2n — 1 premiers termes de la derniére
série ) -
/ / N\2n—
v r+r" (r+7) (r41r")

=1 . .
ot ST +12-~@n—m

Concevons que l'on ait effectué le produit des deux polynémes S, et S, , et que
I'on ait développé les bindmes dans les sommes S/ et S5, ; nous remarquons
que tous les termes de S se trouvent dans le produit S,, x S/, et que tous les
termes de ce produit se trouvent dans S5, _;; on a donc
SP<S, xS, <Sy i

mais, quand n augmente indéfiniment, les deux sommes S/, S5, tendent vers
la méme limite e+, Il en résulte que la différence S, x S/, — S, qui est plus
petite que S5, ; — S”, a pour limite zéro.

Concevons de méme que l'on ait effectué le produit des deux sommes

/ 2 P LN " . .

>, et > et développé les binoémes dans la somme ), ; le produit contient
tous les termes de ZZ avec d’autres quantités; les termes de la différence
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S x> =3 ayant pour modules les termes correspondants de la différence
Sp X S —S" on a

mod (5, x 37, — ¥) < 8, x 8, — .

et par suite
limmod.(5,, x Y, — 1) =0,
ou
lim(32, x 32,,) = lim 327,

c’est-a-dire

57. La fonction e* est périodique. On a, en effet, d’aprés le théoréme
précédent,

(9) e*T2™ = % x e*™ = ¢*(cos 27 + isin 27) = €7;

la période est 2ms.

En vertu des relations (6) et (7), les fonctions sinz et cosz sont aussi
périodiques ; la période est 27.

On a de méme

z
Y

(10) T =¢* x e™ = e*(cos T +isinT) = —e
et par suite

(11) sin(z+7) = —sinz, cos(z+7m) = —cosz.

A Taide des relations précédentes, on généralise aisément les relations

12 sin E—z = Cos z
( ) 2 )

(13) sin® 2 4+ cos® z = 1,
(14) sin(z 4 2') = sin z cos 2’ + cos z sin 2/,
(15) cos(z + 2') = cos zcos 2’ — sin zsin 2/,

qui ont été établies en Trigonométrie pour les arcs réels.
On définit la fonction méromorphe tang z en posant

(16) tang z = he

cos 2z’

cette fonction est périodique, et admet la période .
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Les tables ordinaires de logarithmes de sinus et de cosinus permettent de
calculer les valeurs des fonctions précédentes pour une valeur imaginaire x + yi
attribuée a la variable z. On a d’abord

"tV = eV = e*(cosy + isiny);

c’est une quantité imaginaire ayant pour module e* et pour argument y. On a
ensuite

. . .. eY+eV ey —ev o
cos(x + yz) = COSZTCOSYyt —SIMMTrsSMys = ——— COST —t——— SInx
2 Y
. . : . .. eéVte? | e¥—eV
sm(x + yz) = SIN X COS Yt + COSTSIN YL = T SINT +1———— COSZ.

58. Voici comment on peut se représenter la périodicité de la fonction e*.
Sur I'axe oy (fig. 34), portons de part et d’autre de l'origine des longueurs égales
a 2m, et, par les points de division 0, 01,09, ..., 0_1,0_9, ..., menons des droites
paralleles dans une direction arbitraire, autre que oy ; ces paralleles diviseront
le plan en bandes égales ; aux points homologues mq, ms, ms3, ... ,m_1,Mm_o, ...
de ces différentes bandes, c’est-a-dire aux points représentés par la formule

Fig. 34
Y

/4
/ 02 .m2
/ 01 .ml

m_z

o o X
/ 0-1 'mi?
/ 0-2

z + 2nmi, n étant un nombre entier quelconque, la fonction reprend la méme
valeur.

Dans chaque bande, la fonction

e® = e"(cosy + isiny)

passe par toutes les valeurs possibles, et une fois seulement par chacune d’elles ;
car son module e varie de zéro & l'infini, et, quand x reste constant, son



FONCTIONS EXPONENTIELLES ET CIRCULAIRES. 83

argument y varie de yg a yo + 27. Quand la variable z s’éloigne indéfiniment
dans une bande du coté des z positifs ou du coté opposé, le module de la
fonction devient infini ou tend vers zéro.

Pour figurer la périodicité des fonctions cos z et sin z, on portera sur I’axe ox
des longueurs égales & 2w, et par les points de division on ménera des droites
paralléles dans une direction arbitraire autre que ox. Dans chaque bande, les
fonctions passent par toutes les valeurs possibles et deux fois par chacune
d’elles. Si 'on veut en effet que la fonction cos z ait une valeur donnée u, on
posera

e?* — ue™ +1 =0,

e =u+Vu2 —1;

dans chaque bande, il existe une valeur de z et une seule pour laquelle la
fonction e* admet la valeur u++/u? — 1, et une autre valeur de z pour laquelle
elle admet la valeur © — v/u? — 1; en ces deux points, et en ces deux points
seulement, la fonction cos z acquiert la valeur u. Puisque cos(2m — z) = cos z,
les deux valeurs de z qui, dans chaque bande, correspondent & une méme valeur
de u, ont, abstraction faite des multiples de 27, une somme constante et égale
a 2m.

De méme, si 'on veut que la fonction sin z ait une valeur donnée u, on
posera

e — Qiue® —1 =10

)
e =iu+ V1 —u?
ce qui conduit a la méme conclusion. En vertu de la relation
sin(m — z) = sin z,

les deux valeurs de z qui, dans chaque bande, correspondent & une méme valeur
de u, ont, abstraction faite des multiples de 27, une somme constante et égale
a m. Quand la variable z s’éloigne indéfiniment dans une bande, d’un c6té ou
de l'autre, les modules des fonctions sin z et cos z deviennent infinis.

Pour figurer la périodicité de la fonction tang z, on portera sur l'axe ox des
longueurs égales a 7, et par les points de division on ménera des paralléles dans
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une direction arbitraire autre que ox. Dans chaque bande, la fonction passe
par toutes les valeurs possibles, et une fois seulement pour chacune d’elles.

Car, de la relation

z 21

; et — e~
angz = ————— = u,
g Z’(ezz + e—zz)
on déduit .
0. Ltui
1 —ui’
14w
— Ut
la fonction tangz ne passe qu'une fois par la valeur u. La fonction tang z

2z

dans chaque bande la fonction e*** ne passant qu'une fois par la valeur

Y

. . . . . ™ .
devient nulle aux points z = nm, infinie aux points z = 5 + nm; il y a une

racine et un pole dans chaque bande. Quand la variable z s’éloigne indéfiniment
dans une bande, du coté des y positifs ou du coté opposé, la fonction u tend
vers +1i ou vers —i.

59. Pour étudier la variation d’une fonction, quand la variable z est trés-

1
grande, on pose z = — et I'on donne a 2’ des valeurs voisines de zéro (n°® 17).
z

. . . /s
Si l'on fait 2/ = 2’ +y'i = "¢, on a

Lorsque la nouvelle variable 2’ se rapproche du point z’ = 0, le module de la
fonction devient nul, infini ou égal & 'unité, suivant que cosf’ a une valeur
négative, positive, ou nulle; 'argument augmente & l'infini en valeur absolue,
excepté quand la valeur de sin ¢ est nulle. Le point 2’ = 0 est un point singulier
d’une espéce particuliére ; la fonction e*, quoique monotrope dans le voisinage,
acquiert en ce point des valeurs différentes, suivant le chemin suivi pour y
arriver. Nous dirons que ce point est un point d’indétermination. Ainsi la
fonction e est holomorphe sur toute la sphére, excepté au point O, qui est un
point d’indétermination.
On a de méme

1 sinf’ icosf’ _sin@’  icos#
cosz=—-ler e v H+e 1 e ! ,

2

1 sinf’  icosf’ _sing’  icos¢’
sin z = G e " —e e .
]

Lorsque la variable 2z’ se rapproche du point 2z’ = 0, le module de cos z et celui
de sin z deviennent infinis, excepté quand sin#’ a une valeur nulle; dans ce

cas, on a

1 1
COSz = COS —, sinz =sin —,
x x
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et la valeur de la fonction, comprise entre —1 et +1, est indéterminée. Le
point O’ est encore un point d’indétermination. Ainsi les fonctions cos z et sin z
sont holomorphes sur toute la sphére, excepté au point O’ qui est un point
d’indétermination.

Lorsque la variable 2z’ se rapproche du point 2z’ = 0, la fonction tang z tend
vers la valeur —i ou +i, suivant que la valeur de sin #’ est positive ou négative.

1

uand sin 6’ = 0, la fonction tang — est indéterminée. Ainsi la fonction tang z
!/
x

est méromorphe sur toute la sphére, excepté au point O’ qui est un point
d’indétermination ; elle admet d’ailleurs une infinité de poles.

La fonction log z.

60. Nous avons défini la fonction exponentielle et les fonctions circu-
laires directes ; occupons-nous maintenant des fonctions inverses. Considérons
d’abord I’équation

e =z,
dans laquelle u est I'inconnue. Si I’on pose

z=re" u=X+Yi,

cette équation devient

elle sera vérifiée si ’on fait
eX=r, Y=0+2nnm,

n étant un nombre entier quelconque, et par ces valeurs seulement. La quantité
réelle X est le logarithme népérien du nombre positif 7 ; en le désignant par L r,
on a

u=Lr+ (6 +2nmn)i.

Ainsi & une valeur de z correspondent une infinité de valeurs de u formant une
progression arithmétique dont la raison est 27i. Chacune de ces valeurs est un
logarithme de z; on a donc

(17) logz=Lr+ (6 + 2nm)i.

Supposons que l'on fasse partir la variable z du point z = 1, en attribuant
a I'argument 6 la valeur initiale = 0, et que 'on adopte la détermination

(18) u=1logz=Lr+0i;
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si le point z se meut d’'une maniére continue dans le plan, sans passer par le
point z = 0, r et A variant d’une maniére continue, nous aurons une fonction
partant de la valeur initiale u = 0 et variant d’une maniére continue.

La fonction devient infinie au point z = 0. Lorsque la variable z décrit un
cercle autour de ce point, dans le sens positif, son argument # augmente de 27,
et la fonction augmente de 27 ; ainsi, quand la variable z fait une infinité de
révolutions autour du point z = 0, la fonction log z acquiert une infinité de
valeurs différentes, qui sont données par la formule (17). Le point z = 0 est ici
un point critique différent de ceux que nous avons rencontrés dans I’étude des
fonctions algébriques ; nous 'appellerons point critique logarithmique.

Quelle que soit la détermination que I'on prenne, la fonction log z admet
une dérivée; car, si 'on considére la fonction directe z = €%, on sait que le

Az o . .
rapport A tend vers une limite égale a e*; le rapport inverse tend donc vers
u

1 1
une limite égale a —, c’est-a-dire & —. On conclut de la que log 2 est une
e z

fonction holomorphe de z dans toute partie du plan ne comprenant pas le
point critique z = 0. Nous remarquons en outre que la dérivée est la méme

pour toutes les déterminations de la fonction.

. 1
Si I'on pose 2 = —, on a
z

u= —log 7,

et le point 2’ = 0 est un point critique de méme nature que le précédent. Sur la
spheére, la fonction log z admet donc les deux points critiques logarithmiques
Oet O.

Ce que nous avons dit de la fonction log z s’applique a la fonction log(z—a).
Le premier point critique est ici z = a. La quantité z — a étant figurée par le
point z, quand on transporte les axes parallélement & eux-mémes au point a,
a chaque tour décrit par le point z autour du point a dans le sens positif, la
fonction augmente de 27i. Sur la sphére, le point O est aussi un point critique.

u+u’

De la relation e* x ¥ = e“t* on déduit la propriété fondamentale des

logarithmes

log(z2") = log z + log 2.

La fonction arc tang z.

61. Considérons de méme I’équation

tangu = z,
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dans laquelle u est 'inconnue. D’aprés une transformation déja faite (n° 58),
on a

e = -,
1—=
d’ou
1 14 21
u = —log -
21 1— =

A chaque valeur de z correspondent une infinité de valeurs du logarithme et
par conséquent une infinité de valeurs de u. Chacune de ces valeurs est une
détermination de la fonction inverse arctang z; on a donc

1 1+ 2z
19 = t = —1 .
(19) u = arc tang z % og T

Pour voir quelle loi suivent ces diverses valeurs, nous mettrons ’expression
précédente sous la forme

1 z—1 s 1
= — |log(—1) +1 =—4+ =]l —1)—1 ) |-
w= - [log(—1) + log S| = 7 = [log(= — 1) — log(z + i)
Il y a ici deux points critiques logarithmiques z = +i, 2z = —i; quand la

variable z décrit un petit cercle autour du premier point critique ou autour
du second, dans le sens positif, log(z — 7) ou log(z + i) augmente de 27i,
et par conséquent u éprouve une variation égale a +m ou a —m. Les valeurs
de u qui correspondent a une méme valeur de z forment donc une progression
arithmétique dont la raison est w. Sur la spheére, le point O’ est un point
ordinaire.

Supposons que, la variable z partant de z = 0, on adopte dans l'expres-
sion (19) le logarithme dont la valeur initiale est zéro, on aura une fonc-
tion arctang z ayant pour valeur initiale zéro, et holomorphe sur toute partie
de la spheére qui ne comprend aucun des deux points critiques z = +1.

Les fonctions arcsin z, arccos z.

62. On définira d’'une maniére analogue les deux fonctions arcsin z,
arccos z. Soit I’équation

sinu = 2,
d’ott 'on déduit (n® 58)
e =iz + 1 — 22,
u= %log(z’z + V1 — 22).
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Nous prendrons 'expression
1

(20) u = arcsinz = = log(iz + V1 — 22),
1

en adoptant le logarithme dont la valeur initiale est zéro. Cette fonction ne
devient infinie pour aucune valeur finie de z, car la quantité iz + /1 — 22 ne
s’annule pas ; mais il y a deux points critiques a et a’ (fig. 35), qui correspondent
aux valeurs z = %1, et autour de chacun desquels le radical change de signe.

Fig. 35.

a2 0 21\ a x

Pour voir comment la fonction se comporte autour du point a, supposons
que la variable z aille de l'origine & un point z; voisin de a, en suivant la
droite Ox ; on a, dans ce cas, z = x; la quantité ix + /1 — 22 a pour module
I'unité et pour argument un angle 6 satisfaisant aux relations sin = z, cos 6 =
V1 — 22, et s’annulant avec x ; on en conclut u = 6 (n° 60), et, par conséquent,

. < o T .
quand x varie de 0 & 1, u croit de 0 & —. Lorsque la variable z tourne autour

du point a, le radical change de signe, et la fonction devient

1
u= —log(iz — V1 — 22),
i

. . . )
ce second logarithme, comme le premier, ayant en z; une valeur voisine de —,

puisque la fonction est continue dans le voisinage du point a. Mais cette ex-
pression peut se mettre sous la forme

1 1 1
(21) u=—log(—1) — =log(iz + V1 — 22) =1 — = log(iz + V1 — 22),
i i i

ce dernier logarithme ayant aussi en z; une valeur voisine de 5 et par consé-

quent étant égal a celui de la formule (20). Si la variable z revient ensuite a
s
’origine en suivant la droite Oz, la fonction w croit de 5 a 7. Ainsi, quand la

variable z décrit le lacet (a), la fonction varie de 0 a 7, et elle est représentée
ensuite par la formule (21), dans laquelle le logarithme a & l'origine la valeur
Z€ro.

Si la variable z faisait deux tours autour du point a, le radical changeant
deux fois de signe, la fonction reprendrait en z; sa valeur primitive, et 1’on
reviendrait & ’origine avec la valeur initiale u = 0.
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Supposons que la variable z aille de 'origine & un point 2| voisin de o/, en
. . . . . m
suivant la droite Oa’; comme on a toujours u = 6, u variera de 0 a —3 La

variable tournant autour du point o', le radical change de signe et la fonction
devient

1
u=-log(iz — V1 — 22),
i

: : .. m )
ce logarithme, comme le premier, ayant en z] une valeur voisine de -3 Mais

cette expression peut se mettre sous la forme

1
(22) u=—7m— —=log(iz + V1 — 2?%),
i

. . . .. e
ce dernier logarithme ayant aussi en 2] une valeur voisine de —3 et par
conséquent étant égal au premier. La variable revenant a l’origine, u varie
s .
de —5 a —m, et elle est représentée ensuite par la formule (22), dans laquelle

le logarithme a a l'origine la valeur zéro.

Supposons maintenant que la variable z décrive successivement les deux
lacets (a) et (a'); aprés le premier lacet, la fonction a acquis la valeur 7; les
formules (21) et (22) montrent que, sur le second lacet, la fonction varie de 7

a 27 et est représentée ensuite par la formule
1

(23) u=2m+ —log(iz + V1 — 22),
i

dans laquelle le logarithme a a 'origine la valeur zéro.

Si la variable avait décrit d’abord le lacet (a’), puis le lacet (a), la fonction
aurait varié de 0 & —m et de —m & —2m, et serait ensuite représentée par la
formule

1
(24) u= -2+ A log(iz + V1 — 22),

dans laquelle le logarithme a encore a l'origine la valeur zéro.

Cela posé, tous les chemins qui vont de l'origine & un point z du plan
peuvent se ramener & un chemin déterminé, ou & ce chemin précédé dune
série de lacets (a) et (a’). Appelons u; la valeur qu’acquiert la fonction au
point z, quand la variable suit le chemin déterminé. Puisque le méme lacet,
parcouru deux fois successivement, ne produit aucun changement dans la fonc-
tion, on peut en faire abstraction ; la série sera formée alors de lacets alternatifs
(a) et (a’). Si leur nombre est pair, la valeur de la fonction, aprés I'ensemble
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des lacets, est 2nm, n étant un nombre entier positif ou négatif, et la fonction
est représentée alors par la formule

1
(25) u=2nm + —log(iz + V1 — 22),
i

dans laquelle le logarithme a a l'origine la valeur zéro; la variable décrivant
ensuite le chemin déterminé Oz, on a u = 2nm + uy. Si le nombre des la-
cets est impair, aprés ’avant-dernier lacet, la fonction est représentée par la
formule (25) ; un nouveau lacet donne

1
(26) u="2nrtm— —log(iz+ Vv1—22%),
i

le logarithme s’annulant a l'origine; la variable décrivant ensuite le chemin
déterminé Oz, on a u = 2nm &+ 7 — uy. 1l résulte de la qu’a chaque valeur de z
correspondent les deux séries de valeurs de la fonction : 2nm+uy, (2n+1)m—u;.

Remarquons que, par rapport a I'une quelconque des déterminations de la
fonction u = arcsin z, chacun des points a et a’ est un point critique algébrique,
puisque, lorsque la variable tourne autour de 'un d’eux, la fonction n’acquiert
que deux valeurs différentes, qui deviennent égales en ce point. Les valeurs en
nombre infini de la fonction proviennent de la combinaison des lacets relatifs

aux deux points critiques.

1
Si l'on pose z = —, on a
Z/

1
u = ~[logi+log(l+ V1 —27?) —log2].
i

Le point 2/ = 0, c¢’est-a-dire le point O’ sur la sphére, est donc un point critique
logarithmique. Concevons que 1’on trace sur la sphére un lacet qui, partant du
point O, enveloppe le point O"; quand la variable décrit ce lacet, la fonction
éprouve une variation égale & +27; mais ce lacet (O’) peut étre ramené a
la suite des deux lacets (a) et (a), pris dans un certain ordre. Ceci fait voir
immédiatement que la suite de ces deux lacets doit produire une variation de
la fonction égale a +27.
De méme, si I'on considére ’équation cosu = z, d’ou

. 1
e =z+V22—-1, u=-log(ztVvz2-1),
i

on aura

(N

7r
(27) U= arccosz = o — - log(iz £ v1 — 22),

~

. ™ .
c’est-a-dire arccos z = 5~ arcsin z.
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La fonction z*.

63. Nous avons défini la fonction 2%, lorsque I'exposant a est réel (n® 14).
Lorsque 'exposant est imaginaire, on définira la fonction de la maniére sui-

log z

vante : puisque z = €°%*  on posera

(28) u = 2" = el8%,

Quand la variable z décrit une courbe fermée comprenant 'origine, la fonc-

2mai

tion u est multipliée par le facteur constant =™ ; ainsi la fonction acquiert

en chaque point une infinité de valeurs en progression géométrique, et le point
z = 0 est un point critique d’une nouvelle espéce. Soient a = a + i, z = re?,
on a

U= e(a Lr—p60)+(8 LT-‘rO{@)’L"

Si la variable z se rapproche de l'origine en décrivant une courbe ayant en
ce point une tangente définie par I'argument 6y, 'argument de la fonction
augmente a l'infini en valeur absolue, et le point uw décrit autour du point
u = 0 une spirale composée d’'un nombre infini de circonvolutions. Quand le
nombre « est positif, le module de la fonction tendant vers zéro, la spirale
décrite par le point u se rapproche indéfiniment du point u = 0; elle s’en
éloigne, au contraire, indéfiniment quand « est négatif, et elle se rapproche

d’une circonférence de rayon e 7% lorsque o est nul. En faisant z = —, on
z

verra que le point O’ sur la sphére est un point critique de méme espéce que le
point O ; seulement, quand la spirale relative au point O est infiniment petite,
celle relative au point O’ est infiniment grande, et réciproquement.

Sinus et cosinus hyperboliques.
64. On désigne sous ce nom les fonctions réelles

et —e " et +e "
, coshr=—7"—,
2

sinhx =

la premiére impaire, la seconde paire, et qui satisfont a la relation
cosh? z — sinh?z = 1.

Voici d’ot1 viennent ces dénominations : le sinus et le cosinus ordinaires sont
les longueurs MP et OP (fig. 36), la variable x désignant I’'arc AM dans le
cercle dont le rayon est égal a 1, ou le double de I'aire du secteur AOM. 1l est
facile de voir que, si au cercle on substitue une hyperbole équilatére ayant son
demi-axe transverse OA (fig. 37) égal a I'unité, et si 'on appelle = le double
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Fig. 37.
Fig. 36.
M

M

o » |° NN

de Taire du secteur AOM, les longueurs MP et OP représentent le sinus et le
cosinus hyperboliques.
Ces deux fonctions jouissent des propriétés fondamentales

sinh(a 4 b) = sinh a cosh b 4 sinh b cosh a,
cosh(a + b) = cosh a cosh b + sinh asinh b.

On a construit des tables de ces fonctions; elles servent a trouver les valeurs
de sin z et de cos z, lorsque z est imaginaire; car on a (n° 56)

cosyi = coshy, siny: = isinhy,
cos(z + yi) = cos x coshy — i sin x sinh y,

sin(x + yi) = sinx coshy + i cos x sinh y.

65. Remarque. — La fonction u = cos z donne naissance a un systéme de
lignes orthogonales bien connu. Si I'on pose z =z + yi, u = X + Yi, on a
] 6*y+m’ + eyfm'
X+Yi=———;
2
d’ou
X =cosxcoshy, Y = —sinxsinhy.

En éliminant successivement x et y, on obtient les courbes

X2 Y?
+ =1,
cosh®y  sinh?y
X2 Y?

_ —1
cos?x  sin’zx ’

qui correspondent, les premiéres aux droites paralléles a 'axe des z, les se-
condes aux droites paralleles a ’axe des y ; ce sont des ellipses et des hyperboles
homofocales.
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La fonction u = tang z donne naissance & un autre systéme de lignes or-
thogonales. On a, en effet, dans ce cas,

sin 2x sinh 2y

= Y = :
cos 2 + cosh 2y’ cos 2x + cosh 2y

En éliminant successivement y et z, on obtient les deux séries de lignes ortho-
gonales

X2+ Y%+ 2Xcot2r —1 =0,
X%+ Y% -2Ycoth2y+1=0.

Les premiéres sont des cercles passant par deux points fixes, les secondes des
cercles ayant pour axe radical commun la perpendiculaire & la droite qui joint
les deux points fixes en son milieu. Chacun de ces seconds cercles est le lieu
du point dont le rapport des distances aux deux points fixes est constant et
égal a une quantité dépendant de la valeur de y.






CHAPITRE III.

LA FONCTION 0O.

66. Au début de leurs admirables travaux sur les fonctions elliptiques,
Abel et Jacobi ont été amenés a considérer une fonction nouvelle qui joue
un role trés-important dans ’analyse; mais c’est a Jacobi que 'on doit la
découverte de ses principales propriétés.

THEOREME 1. — La série
_ 2 _ 2 _ 2 2
._i_e3z+3a+€22+2a+€z+a+1+€z+a+e2z+2a+e3z+3a_i_”.7

dans laquelle a désigne une quantité constante dont la partie réelle est négative,
est convergente.

En effet, le terme de rang n, a partir du terme 1 vers la droite, est

2
Uy = enz—l—n a;

si 'on pose a = a’ + a"i, z = x + yi, son module est

_ na+n2ad .
mod. u,, =e€ ;

le nombre
i
Y/mod. u,, = e*t"®

tendant vers zéro, quand n augmente indéfiniment, la série, prolongée vers la
droite, est convergente.

Le terme de rang n, a partir du terme 1 vers la gauche, est de méme

U_y = e—nz+n2a;

le nombre
_ ’
Y/mod. u,, = e *tne

tendant vers zéro, la série, prolongée vers la gauche, est aussi convergente.
Ainsi, lorsque la partie réelle o’ de la constante a est négative, la série est
convergente quelle que soit z; cette série définit donc une fonction de z finie
et monotrope dans toute ’étendue du plan. Nous la désignerons par ©(z), et
nous écrirons

n=-+oo

(1) Oz) = Yy  emstrie,

n=—oo
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Séries a double entrée.

67. Pour démontrer que la fonction ©(z) est continue et admet une dé-
rivée, nous nous servirons d’une propriété générale des séries & double entrée.
On dit qu'une série a double entrée est convergente lorsque la somme des
termes enveloppés par une courbe de forme quelconque tend vers une limite
déterminée, quand cette courbe s’étend a I'infini dans tous les sens.

LEMME I. — Lorsqu’une série a double entrée, a termes réels et positifs,
est convergente pour une premiére suite de courbes qui s’étendent a l’infini
dans tous les sens, elle ’est aussi pour une autre suite de courbes, et la limite
est la méme.

Une série a double entrée est représentée par la fig. 38. Soient Cg, Cq, Co, . . .
une premiére suite de courbes fermées s’étendant a I'infini dans tous les sens,
c’est-a-dire telles que I'on puisse prendre n assez grand pour que la courbe C,,
et chacune des suivantes C,,.1,C,12,... soient extérieures a un cercle décrit
de l'origine comme centre avec un rayon donné; appelons S, la somme des
termes enveloppés par la courbe C,, ; nous supposons que, lorsque n augmente
indéfiniment, la somme S,, tend vers une limite S. Soient Cj, C}, Cj, ... une
seconde suite de courbes fermées s’étendant aussi a 'infini dans tous les sens,
et désignons par S/, la somme des termes enveloppés par la courbe C/,. Une
courbe C,, de la premiére suite étant donnée, tragons une courbe C!,, de la
seconde suite enveloppant la courbe C,,, puis une nouvelle courbe C,,4, de la

premiére suite enveloppant C/, ; on a
/
Sn < S,y < Sntp-

Quand n augmente & l'infini, les deux sommes S,, et S,;, tendant vers la
limite S, la somme S/, tend vers la méme limite.

Nous avons supposé, dans ce qui préceéde, que les deux courbes variables
C, C' étaient fermées. Le théoréme subsiste quand 'une des courbes ou toutes
les deux sont ouvertes. Supposons d’abord la courbe C fermée et la courbe C’
ouverte, comme une parabole, ou ’ensemble de deux droites paralléles AB, CD
situées de part et d’autre du terme central aq ; la partie du tableau intérieure a
la ligne C’ est celle dans laquelle se trouve ce terme central agy. Une ligne C!,,
étant donnée, fermons-la par des arcs de courbe arbitraires et tragons une
courbe C,, qui enveloppe la partie du plan ainsi déterminée; la somme des
termes situés dans cette partie du plan est plus petite que S,,, et par consé-
quent plus petite que S; si 'on éloigne indéfiniment les arcs qui ferment la
courbe C/,, la somme tend vers une limite S], plus petite que S; cette limite
étant indépendante des arcs auxiliaires, nous dirons qu’elle est la somme des
termes situés a U'intérieur de la courbe C!,. Cela posé, une courbe C,, étant
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Fig. 38.

C D
a3 A2 a1 @20 21 22
a3 a2 a1-1 a10 a1 a2
ap-3  Ap—2  Qp-1 Qoo o1 Qap2

donnée, tragons une ligne C!, extérieure a la courbe C,, la somme S/, étant
plus grande que S,, on aura

ainsi, quand n’ augmente & l'infini, S/, tend vers une limite égale a S.
Considérons maintenant le cas ou la premiére courbe C est ouverte, la se-
conde C’ fermée. Nous supposons d’abord que la somme des termes enveloppés
par la courbe C,, et des arcs arbitraires tend vers une limite S,,, quand ces arcs
s’éloignent a l'infini; nous supposons ensuite que la somme S,, tend vers une

limite S, quand n augmente & U'infini. Une courbe C], étant donnée, tragons

/
n’»

une ligne C,,, extérieure a cette courbe ; la somme S’ ,, étant plus petite que S,,
et par conséquent que S, tend vers une limite S’ quand n’ augmente & I'infini.
D’apreés ce que nous avons dit dans le cas précédent, les deux limites S et S’
sont les mémes.

Enfin, si la courbe C’ était ouverte comme la courbe C, on prendrait une
courbe fermée auxiliaire C”. En vertu de ce qui précéde, la somme S’ tend
vers la méme limite que la somme S,,, et la somme S/ ,, vers la méme limite

que la somme S ,. Donc la somme S/ , tend vers la méme limite que S,,.

COROLLAIRE. — On évalue ordinairement la somme des termes du tableau,
soit par lignes horizontales, soit par colonnes verticales. Supposons que chaque
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ligne horizontale forme une série convergente; désignons par sg, S1, So, - - -,
S_1,S8_9,... les sommes de ces séries linéaires ; supposons de plus que la série

(1) ...+S,2+S,1—|—80+81+82+...,

formée avec ces différentes sommes, soit convergente ; en vertu du théoréme
précédent, le tableau sera convergent, et I’on obtiendra la méme somme si on
I’évalue par colonnes verticales. Chaque colonne verticale formera d’abord une
série convergente, et si 'on appelle sp, s1,s5,..., "1, 4,... les sommes de
ces nouvelles séries linéaires, la série

(2) R T mC U T S A S U S S

sera aussi convergente et aura méme somme que la série (1).

68. LEMME II. — Lorsqu’une série a double entrée a tous ses termes
positifs et inférieurs ot égauxr & ceuxr d’une autre série a termes positifs que
[’on sait étre convergente, la série proposée est aussi convergente.

Soient S,, la somme des termes du premier tableau enveloppés par une
courbe C,,, S celle des termes enveloppés par la méme courbe dans le second
tableau; la somme S,, est plus petite que la somme S/, et par conséquent plus
petite que la limite S’; elle tend donc vers une limite S inférieure a S’.

LEMME III. — Etant donnée une série a double entrée, a termes réels, po-
sitifs ou négatifs, lorsque la série que 'on obtient en remplacant chaque terme
par sa valeur absolue est convergente, la série proposée est aussi convergente.

Soient S, la somme des termes enveloppés par une courbe C,, dans le second
tableau, S,, celle des termes enveloppés par la méme courbe dans le premier
tableau ; parmi ces termes, les uns sont positifs, les autres négatifs ; appelons P,
la somme des premiers, Q,, celle des seconds; on a

La somme S/, tendant vers une limite S, quand n augmente a 'infini, les deux
quantités positives P, et Q,,, qui vont en augmentant et qui restent inférieures
a S, tendent respectivement vers des limites P et Q ; leur différence S,, tend
donc vers une limite égale a P — Q.

LEMME IV. — Lorsqu’une série a double entrée, a termes imaginaires, est
telle que la série formée par les modules de ses termes est convergente, elle est
elle-méme convergente.

Un terme quelconque du tableau est de la forme a + bi; son module
est va? + b%; on suppose que le tableau des modules est convergent. En vertu
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des deux lemmes précédents, le tableau formé par les quantités réelles a est
convergent, et de méme celui qui est formé par les quantités b. Appelons
S/ et S les sommes des termes enveloppés par une courbe C,, dans ces deux
derniers tableaux; la somme S,, des termes enveloppés par la méme courbe
dans le tableau proposé est égale a S/, +1¢S”". Puisque S/, et S tendent vers des
limites respectives S’ et S”, la somme S,, tend vers une limite égale a S’ +S”.

Comme application de ces principes, nous pouvons remarquer que les deux

séries

+...,

dans lesquelles la quantité ¢ a un module inférieur & 1, représentant un méme
tableau, évalué par lignes horizontales ou par colonnes verticales, ont la méme
somme.

On a de méme

2

1 q q 1 q ¢

e e e R Bl s ek wr SLPER
q 2¢° 3¢° g ¢’ q’

e N R N (O L (T

¢ . 3¢ . 50 _ql+¢*)  P#1+q°) | @1+
1—¢2 1—¢5 1—g¢gl0 7 - (1 — q2)2 (1 — ¢b)2 (1 — q10)2 o

Vi P JF

1+q¢ 3(1+¢) 51+¢)
= arctang \/q — arctang \/¢® + arctang /¢°> — ... .

69. THEOREME II. — La fonction ©(z) est holomorphe dans toute [’éten-
due du plan.

Nous avons défini la fonction ©(z) par la série
— 2 _ 2 2
L de 2z+2a+6z+a+1+6z+a+622+2a+e3z+3a_|_”"

Si I'on remplace chaque exponentielle € par la série linéaire qu’elle représente,
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on a une série a double entrée

Concevons que 'on remplace chaque terme par son module; les lignes hori-
zontales étant convergentes et, de plus, la série

2./ ! / 2.7
.+€2p+2a +€p+a +1+6p+a +62p+2a _}_7

formée par les sommes de ces diverses séries linéaires, étant elle-méme conver-
gente, on conclut, d’aprées le premier lemme, que le tableau des modules est
convergent. En vertu du lemme IV, le tableau proposé est aussi convergent ;
on peut ’évaluer par lignes verticales; la fonction ©(z) sera alors représentée
par une série

O(2) = ug + urz + ug2® +uz2® + ...,

ordonnée suivant les puissances entiéres, positives et croissantes de la va-
riable z, et convergente quel que soit z. On en conclut que la fonction mo-
notrope ©(z) est continue et admet une dérivée, en un mot qu’elle est holo-
morphe dans toute I’étendue du plan (Livre II, Chapitre I). Remarquons que
les coefficients uq, us, ..., a indices impairs, sont nuls.

70. THEOREME III. — La fonction ©(z) est paire et simplement pério-
dique.
Remplacer z par —z dans l'expression

n=-4oo

@(2): Z enz+n2a

n=—oo

revient & permuter dans la série les termes qui correspondent a des valeurs
de n égales et de signes contraires; on a donc

(2) O(—z) = O(2).
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Chacun des termes de la série étant périodique et admettant la période 27,
la fonction O(z) est elle-méme périodique et admet la méme période ; on a donc

(3) O(z + 2mi) = O(z).

71. THEOREME IV. — La lettre m désignant un nombre entier quel-
conque, on a

(4) O(z + 2ma) = e ™M) (7).

En effet, nous pouvons mettre la fonction ©(z) sous la forme

22 n=too 1 2
(5) O(z) =¢ 4a Z eda(FFma)”

n=oo
Si 'on remplace z par z 4+ 2ma, on a

1 2n:+°° 1 2

@(Z—i-Qma) — e—@(z-ﬁ-?ma) Z ela [z+2(n+m)a} :
22 iy 1 /)2
O(z + 2ma) = etV 1a Z eda(#t200)”

n/=—o0

d’ott 'on déduit la relation (4).

En particulier, pour m = 1, on a
(6) O(z + 2a) = e CHIO(2).

72. THEOREME V. — La fonction ©(z) s’annule pour toutes les valeurs
de z comprises dans la formule
(7) z=(2m+ )mi+ (2m' + 1)a,

dans laquelle m et m' sont des nombres entiers quelconques.

On a, en adoptant la forme (5), et désignant par m; un nombre entier fixe,

52 n=-+oo 1 2 52 n=-+o0o 1 )
@(2) — ¢ 1a 2 : ela [z—&-Z(n—ml)a} — ¢ 1a 2 : e@(zana) ’
n=—00 n=—00

1 22 notoo 1 2 1 9
@(z) = 56_5 Z {6@ [z+2(n—m1)a} + GE(Z_ZWI) } ‘

n=—oo
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Les deux exponentielles sont égales et de signes contraires, lorsque la dif-
féerence (2n — my)(z — mya) des exposants est un multiple impair de 7i;
on satisfait a cette condition, quel que soit m, en posant m; = 2m’ + 1 et
z —mya = (2m + 1)wi; chacun des termes de la derniére somme étant alors
nul, la somme est nulle. Ainsi la fonction ©(z) s’annule pour chacune des va-
leurs de z représentées par la formule (7). Nous démontrerons plus tard que
ces valeurs sont les seules qui jouissent de cette propriété.



CHAPITRE 1IV.

LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
Les quatre fonctions 0.

73. Dans le Chapitre précédent, nous avons étudié les propriétés de la

fonction ©, en la prenant sous sa forme la plus simple. Si 'on remplace z

2nzi o Tw's
et si 'on pose a =

par , O a

2mze " m 2
) _ U(an—&-n w’) ‘
(=)=«

n=—oo

C’est cette derniére fonction que nous emploierons désormais, et que, pour
abréger, nous représenterons par le symbole ©(z). Nous poserons en consé-

quence
@ o) = 3 eZmi,
ou c

®) o) — S et

La quantité a devant avoir sa partie réelle négative, pour la convergence de la
/

série, il est nécessaire que le rapport — soit imaginaire, et que, si I’'on pose
w

/
w
— =1+ si, le coefficient s soit positif.
w

Les relations (3), (4), (6) du Chapitre précédent deviennent

) Oz +4) = 6(2),
(2) Oz + mw') = e w @erm g (2),
(3) O(z+uw) = e_%(22+w’)@(z).

La fonction O(z) est paire; elle admet la période w, et, quand on remplace z
par z+w’, elle est multipliée par ’exponentielle e-™«(:+¢') Elle s’annule pour
les valeurs

/
(4) = @mA1)S +(2m +1) 5,

que l'on déduit de la formule (7) du n° 72.
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74. On peut, a I’aide de cette fonction ©(z), former d’autres fonctions ho-
lomorphes reprenant la méme valeur ou une valeur égale et de signe contraire,
quand on remplace z par z + w, et jouissant de la propriété d’étre multipliées
par lexponentielle e~ ™« (22+«") affectée du signe + ou du signe —, quand on
remplace z par z + w’. Considérons, en effet, la fonction

©0(z) = e 0(z + a).
Pour que ¢(z + w) = £¢(z), il est nécessaire que la constante [ soit de la
Uz’ .
forme § = —, b étant un nombre entier. on a
w

QO(Z + w/) _ 6—7riw(2z+w’+2a—bw’) (,0(2),

pour que l'exponentielle ait la valeur voulue, il faut que la constante 2cc — bw’
w ) W' C
= —. En
2 2

attribuant aux nombres entiers a et b les deux valeurs 0 et 1, nous obtiendrons

soit de la forme aw, a étant un nombre entier; d’ot @ = a

quatre fonctions holomorphes, que nous désignerons par des signes particuliers ;
les autres valeurs donneraient les mémes fonctions multipliées par des facteurs
constants. Nous poserons

En adoptant la forme (a), on a

( ne=to e
—(2nz4+n3w’
05(z) = g ew! ),
n=-—o0

n=+00

0(z) = Y (~1)rew G,
(6) S

n=-+oo 73

92(2,): Z ez|:(2n+1)2’+(2n2+1)2w']
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La forme (b) donne

( 9. n=-4oo

By(z) = e~ o > ey ()
w224 n=+o0 T N2
9(2) — e we Z (_1)n€m(z+nw) ’
(7) .

_ . 72
ry2; P10 mi {Z+(2n+1)%]

Os(2) = €~ wo' Z e :

n=—oo

9, N=-+00 i w']?
1 ==z% g [z+(2n+1)7}

01(z) = —e~ wo Z (—1)"e

\ n=—oo

Si, dans les séries (6), on groupe deux a deux les termes qui correspondent
a des valeurs de n ou de 2n + 1 égales et de signes contraires, et si l'on pose
ww'i

g = e « , on obtient les séries

(

' 2 2nmz
O5(z) =1+2 n§:1 q" cos ——,
n=oo 2
O(z) =1+2 E (=1)"¢" cos mrz)
w
(8) \ ”Oon<; 1)2 (2 1)
n— n—1l)rz
Os(2) =2 2 —
o) =230 o) s 20T
~— 2n=1\*  (2n — 1)z
0i(2) =2 3 (—1)tg(T5) g BT
=2 3yt 2

\

Ces derniéres formules montrent que les trois fonctions 03(z),6(z),02(2)
sont paires, et que 6;(z) est impaire. D’aprés les formules (5), qui définissent
les fonctions 6, et la formule (4), les zéros de ces quatre fonctions sont
( w—+ o
zéros de 03(z), z= 5

/

+ (mw 4+ m'w’),
zéros de 0(2), z=— + (mw +m'W),

zéros de 05(2), z= =+ (mw+m'w'),

<
NE | &

( zéros de 01(2), z=mw+m'W.
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75. 1l résulte des considérations précédentes sur la formation de la fonc-
tion ¢(z) que l'on a

(03(2 + w) = 05(2),
00z +w) = 0(2),
92(2 +w) —92<Z),

( 01(z +w) = —01(2);

, 1 2nzi
93(Z+u),):—6_ w 3(Z),
q

1 27z
(z+uw)=—-€e v 0(2),
(11) 1 2mzi
02(2’ +w’) = 567 w 92(2),
1 _2mzi
91(2 +u/) =——e w 01(2)
\ q

( 2m71'z2
O5(z+mw') =g e w 05(2),
2mmzi
0(z+mw') = (—1)"¢ ™ e w 6(2),
(12) P 2m7rzz
Or(z+mu')=q¢g ™e  w 0y(2),
2mmnzi
0r(z+mw') = (—=1)"q ™ e v 6(2)

Ces derniéres formules renferment le facteur

2mmzi mmi
2 anes 2 /
q e e (2z4+mw’) :

dont le module devient infiniment grand, quand le nombre entier m augmente
a I'infini en valeur absolue. On en conclut que les quatre fonctions 6 deviennent
elles-mémes infiniment grandes.

Dés formules (5) et (7) on déduit aussi

+

z

+

O[E o[ E o &
I
|
>
S
—
N
S—

_l’_
| |
\“L

z

(3
(13) /(-3
gl
g

vvvv
||
N
~
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(14)

et par suite

(15)

Les trois fonctions elliptiques.

76. Il est aisé de reconnaitre que les rapports des quatre fonctions 6 deux
a deux sont des fonctions méromorphes doublement périodiques. Ces rapports
sont au nombre de douze; mais il suffit de considérer trois d’entre eux, les

0, 6, 0
rapports de trois des fonctions 6 a la quatriéme, par exemple gl, g, 53 ; les
autres seront les réciproques de ceux-1a, et leurs quotients deux & deux. On
obtient ainsi les trois fonctions auxquelles on a donné le nom de fonctions

elliptiques, et que nous désignerons par les symboles A, u, v, savoir :

() = 0a(2) 05(2)
=A9n) MR =By 0(2)

(16) A(z) v(z)=C

La premiére fonction est impaire, les deux autres sont paires. Elles deviennent
toutes trois infinies pour les valeurs de z qui annulent le dénominateur ; cha-
cune d’elles s’annule en méme temps que son numérateur. On détermine les

constantes A, B, C de maniére que A (g) =1, u(0) = 1, »(0) = 1; il en

résulte
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Ces trois constantes dépendent de deux rapports; nous poserons

_ 6:(0) ;_ 900)
" RO 0}

et nous aurons
19 A= g me = \/g% () = V.

(a). La fonction \. — D’aprés les relations (10), on a

Az +w) =—\(2),

et par suite
Az +2w) = A(2),

et, d’apres les relations (11),
Az +w') = A(2).

Ainsi la fonction A\(z) admet les deux périodes 2w, w’, et 'on a, d’une maniére
générale,
Az + 2mw +m'W') = \(2),

m et m’ étant des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs. Nous
appellerons points homologues les points compris dans la formule z + 2mw +
m/w’; par exemple, les points 2mw + m’w’ sont homologues de 'origine.
Voici comment on peut représenter cette double périodicité. Dans le plan
sur lequel est figurée la variable z, marquons, d’une part, les points 2w, 4w, . ..
(fig. 39) ; d’autre part, les points w’, 20/, .. .. Les premiers sont situés sur une

droite Oa et a égale distance les uns des autres, et de méme les seconds sur
une droite Ob; par les premiers points menons des paralléles & Ob, et par les
seconds points des paralléles a Oa; ces deux séries de paralléles divisent le
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plan en parallélogrammes égaux, et leurs points d’intersection sont les points
2mw +m'w’ homologues de l'origine. La double périodicité consiste en ce que la
fonction reprend la méme valeur aux points homologues de ces divers parallé-
logrammes. Les zéros et les infinis de la fonction sont distribués uniformément
dans le plan ; nous avons indiqué les zéros par des points ronds, les infinis ou
les poles par de petites croix. Il y a deux zéros et deux infinis dans chaque
parallélogramme ; par exemple, le parallélogramme Oacb renferme les deux

zéros 0, w, et les deux infinis 5 g + w.

La fonction impaire A(z) présente une grande analogie avec la fonction
T2

sin —, par rapport a la période 2w.
w

(b). La fonction p. — D’apreés les relations (10) et (11), on a

plz +w) = —p(z), plz+w)=—pu(2),

et par suite
iz +2w) = p(2), plz+w+w)=p(z).

La fonction admet les deux périodes 2w,w + w'. Le parallélogramme Oaed
(fig. 40), relatif a cette seconde fonction, a un cdté commun Oa avec le pa-

Fig. 40.

rallélogramme Oacb relatif & la fonction A; I'autre coté Od joint I'origine au
point w + ' situé au milieu de be. Il y a encore deux zéros et deux infinis dans

chaque parallélogramme ; par exemple, le parallélogramme Oaed renferme les
/

deux zéros g, %‘J et les deux infinis % + w, % + 2w.

. . , . . ¥
La fonction paire u(z) présente une grande analogie avec la fonction cos —,
w

par rapport a la période 2w.

(¢). La fonction v. — Puisque v(z +w) = v(2), v(z +w') = —v(2), et par
suite v(z+42w’) = v(2), la fonction admet les deux périodes w, 2w'. Le parallélo-
gramme O fhg (fig. 41), relatif & cette troisiéme fonction, a son coté O f moitié
de Oa et son coté Og double de Ob. Il y a encore deux zéros et deux infinis dans
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chaque parallélogramme ; par exemple, le parallélogramme O fhg renferme les

wH+w w4+ w3

5 g + W', et les deux infinis 5 g Les parallélo-

grammes Oach, Oaed, O fhg, relatifs aux trois fonctions elliptiques A, p, v, ont

deux zéros

des aires égales.
Il n’est pas nécessaire que les parallélogrammes aient leurs cotés rectilignes.
En ce qui concerne la fonction A, concevons que les points O et a soient joints

par une ligne quelconque, et de méme les points O et b; que 'on remplace
tous les cotés paralléles & Oa par des lignes égales a la ligne Oa, tous les cotés
paralleles & Ob par des lignes égales & la ligne Ob; nous formerons ainsi un
réseau jouissant des mémes propriétés que le premier.

Relations entre les fonctions elliptiques.

77. Des relations (13), (14), (15) entre les fonctions €, on déduit les rela-
tions suivantes entre les fonctions elliptiques :

>
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A(wa) L0

(21) " ( i

w\ o, wtw) 1 wHw  —ik
() A ()L ()

Les constantes

(23) 65(0) = 1+2 Z q" = 1+27§(—1)"q” 27§q (203
n=1 n=1

dont on obtient les valeurs en faisant z = 0 dans les séries (8), ne dépendent

Tw's /

Tw'i w
que de la quantité ¢ = e « , et par conséquent du rapport — des périodes. 1l
w
en est de méme des constantes k et &’ définies par les formules (17).
Telles sont les propriétés les plus simples des fonctions elliptiques. Nous
compléterons cette étude quand nous aurons établi les théorémes généraux qui

nous sont nécessaires.






LIVRE III.

LES INTEGRALES DEFINIES.

CHAPITRE PREMIER.

PROPRIETES FONDAMENTALES DES INTEGRALES
DEFINIES.

78. La considération des intégrales définies, quand la variable passe par
une suite de valeurs imaginaires, est due & Cauchy (Mémoire sur les inté-
grales définies prises entre des limites imaginaires, 1825. — Comptes rendus
de I’Académie des Sciences, 1846). Elle marque 1'un des plus grands progres de
I’Analyse mathématique ; elle constitue, comme nous le verrons, une méthode
féconde pour I’étude des propriétés des fonctions.

THEOREME 1. — Soit f(z) une fonction continue, quand la variable z
décrit une certaine courbe zoZ (fig. 42) ; si Uon prend sur la courbe des points
intermédiaires z1, zo, . .. , Zn_1, la somme

(1) f(20)(z1 = 20) + f(z1) (22 — 21) + ... + f(20-1)(Z — 201)

tend vers une limite déterminée, quand on augmente indéfiniment le nombre
des points de division, de maniére que chacun des arcs tende vers zéro.

Le point z = x+yi décrivant la courbe z¢Z, on peut regarder = et y comme
des fonctions continues i (t), p2(t) d'une variable réelle ¢ croissant de ¢ty a T';
de cette maniére, la variable imaginaire z est une fonction de la variable réelle t,

z = @1(t) +ipa(t) = (1)

Nous supposerons que chacune des fonctions réelles ¢ (t), ¢2(t) admet une dé-
rivée. Pour fixer les idées, on pourra prendre pour variable réelle auxiliaire ¢
la longueur de 'arc de courbe comptée & partir du point zp; les dérivées
O (t), 5 (t) désigneront alors les cosinus des angles que la tangente a la courbe
fait avec les axes Ox et Oy. Appelons tq,ts, ... ,t,_1, les valeurs de t qui corres-
pondent aux différents points de division marqués sur la courbe. Les fonctions
©1(t), p2(t) ayant des dérivées, on a

p1(t1) — 1(to) = (t1 — to) [1 (to) + £0)
pa(t1) — @a(te) = (t1 — to) [£h(to) + €0,
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Fig. 42.

Zn—1

Z3
Zp 21 2

g; et g tendant vers zéro en méme temps que t; — to. On en déduit
21— 20 = @1(t) — ¢i(to) +i[pa(ts) — walto)]
= (t1 — to) [ (to) + i (to) + € +icg] = (i — to) [/ (to) + &0,

£p étant une quantité imaginaire, qui tend vers zéro avec t; —ty. on a de méme

les quantités 1, ... ,€,_1 tendant respectivement vers zéro avec les différences
to —ty,..., T —t, 1. La somme (1) devient ainsi

[f(z0) (to) (tr — to) + f(20)' (t1)(ta — t1) + . + f(20-1)@ (tn-1)(T — ty_1)]

+[f(20)e0(ts — to) + f(z)er(ta — t1) + ... + f(2n-1)en—1(T — tn_1)].

Nous remarquons d’abord que la seconde partie a pour limite zéro; car, si ’'on
appelle M le maximum du module de la fonction f(z) sur la courbe zyZ, et ¢ le
plus grand module de quantités g,¢1,... ,€,_1, le module de cette parenthése
est moindre que Me(T — ty). Quant & la premiére partie, si I'on pose

f(2)¢'(t) = ¥(t) +ix(t),

elle se décompose en deux

[W(to)(tr —to) + (1) (ta — t1) 4+ ... + P (tn1)(T — ty_1)]
+i[x(to)(t1 — to) + x(t1)(ta —t1) + ..+ x(ta1)(T = ta1)],

I'une réelle, 'autre imaginaire, et les deux sommes placées entre parenthéses
ont respectivement pour limites les intégrales définies réelles

/to ' W(t) dt, /: X(t) dt.
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La somme (1) tend donc vers la limite

/: D) dt + i /: X(t) dt;

cette limite est ce qu’on appelle I'intégrale définie

/Z Z f(2)dz,

prise le long de la courbe zyZ.

79. COROLLAIRE I. — D’aprés ce que nous venons de dire, on a

2) / f(2) dz = / [(t) + ix(8)] dt = / f(2)¢(8) dt.

to

COROLLAIRE II. — Si l'on appelle ¢y, cq, ... ,c,—1 les longueurs des cordes
qui sous-tendent les arcs 2pz1, 2122, . . . , 2n_1%4, et [ la longueur de la courbe zyZ,
le module de la somme (1) est plus petit que

M(00+Cl+62+... +Cn_1)<Ml;

on a donc

(3) mod. /Z f(z)dz < ML

80. THEOREME II. — Si l'on change de variable en posant z = ¢(2'),
on a

() | sera= [ r@ee)ar

On suppose que la fonction ¢(z’) est continue quand la variable 2z’ décrit
une certaine courbe z(\Z', et que, de plus, elle admet une dérivée ¢'(2'); la
variable z décrit une courbe correspondante zyZ; les intégrales définies sont
prises suivant ces deux courbes. on a
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et par suite

f(20)(z1 = 20) + f(z1) (22 — 21) + ... + [(2p-1)(Z — 201)
= [f(20)@'(20) (Z1 = 20) + [ (1)@ (z1) (zy—21) 4+ . + f (2a-1)@ (2 )(Z' =2, )]
+ [f(20)e0(21 — 20) + f(z1)en(zy — ) + - + f(2n-1)en—1(Z — 2,_1)].

Si, comme précédemment, on appelle M le maximum du module de f(z),
e le plus grand module des quantités eg,e1,...,6,_1; si 'on désigne par

C0sC1s ... ,Cn1 les cordes qui sous-tendent les arcs zyzy, 2125, ... ,2, 12/, et

) “n—1
par I la longueur de la courbe 2{Z’, le module de la seconde partie est moindre
que

Me(cog+c¢1+ ... +cnq) < Mel;

cette seconde partie tend donc vers zéro ; on en conclut que les deux intégrales
sont égales.

COROLLAIRE. — 8%, lorsque la variable z décrit la courbe zyZ, la fonc-
tion F(z) est continue et admet pour dérivée f(z), on a

/ f(2)dz = F(Z) — F(z),

[’intégrale étant prise le long de cette courbe.
Posons u = F(z); quand la variable z décrit la courbe zyZ, la variable u
décrit une courbe correspondante ugU, et, en vertu du théoréme précédent,

on a
U Z z
/ du:/ F’(z)dz:/ f(z)d=.
uQ 20 z0
Si 'on désigne par uq,us, ... ,u,_1 une série de points intermédiaires sur la

courbe ugU, la premiére intégrale est la limite de la somme
(up —ug) + (ug —ug) + ... + (U —up_q);

mais cette somme est égale & U — ug; on en conclut que l'intégrale définie est
égale & U — ug, c’est-a-dire a F(Z) — F(z).

81. THEOREME III. — Si la fonction f(z) peut se développer en une
série
f(Z):U0+U1+U2+... ,

dont tous les termes soient des fonctions continues de z quand cette variable
décrit la courbe zyZ, convergente en tous les points de cette courbe, et telle que
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[’on puisse prendre n assez grand pour que, en chacun de ces points, le module
de la somme
Up + Upy1 + ...

soit moindre qu’un nombre donné a, on a

z z z
/ f(z)dz:/ uodz—I—/ wdz+ ...,
20 20 20

toutes les intégrales étant prises le long de la courbe zyZ.

Désignons en effet par S, la somme des n premiers termes de la derniere
série, par ¢(z) la somme u, + u,1 + ..., et par [ la longueur de la courbe,
on a

/Z f(z)dz =S, + /Z o(2) dz;

le module de ¢(z) étant moindre que «, le module de la derniére intégrale est
moindre que al; la somme S, tend donc vers une limite égale a la premiére
intégrale, quand n augmente indéfiniment.

82. THEOREME IV. — Lorsqu’une fonction f(z) est holomorphe dans
une partie du plan a contour simple, l'intégrale définie

JECLE

relative a une courbe fermée quelconque située dans cette partie du plan, est
nulle.

Nous entendons par ces mots — une partie du plan — une aire continue,
c’est-a-dire telle que l'on puisse aller d’'un point a un autre sans sortir de
I’aire. Si l'aire est limitée par une ligne fermée continue, nous dirons qu’elle est
a contour simple ; si elle est limitée par plusieurs lignes distinctes, nous dirons
qu’elle est a contour complexe. Par exemple, I'aire d’'un cercle est a contour
simple ; ’aire comprise entre deux circonférences concentriques est a contour
complexe.

On peut toujours, a l'aide de transversales ou de coupures, transformer un
contour complexe en un contour simple.

Dans le cas précédent, concevons que 1’on fasse une coupure allant de I'une
des deux circonférences a l'autre (fig. 43); les deux bords de la coupure sont
deux lignes infiniment voisines ab, 